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—¯Ø¯˝¨¯ ˝¯¸¨˝¯É˝ÛÕ Ó—À´˝¯˝¨É
˝åºŁíåØíîå óðàâíåíŁå
f (x) = 0 (1)
íå âæåªäà ìîæåò Æßòü ðåłåíî òî÷íî, ò. å. íå âæåªäà ìîæíî çàïŁ-
æàòü ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ â âŁäå ôîðìóºß. ´ æâÿçŁ æ ýòŁì æóøåæòâóåò
ðÿä ìåòîäîâ ïðŁÆºŁæåííîªî âß÷ŁæºåíŁÿ ŒîðíåØ íåºŁíåØíîªî óðàâ-
íåíŁÿ.
˚ íåºŁíåØíßì óðàâíåíŁÿì îòíîæÿòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁå Ł òðàíæ-
öåíäåíòíßå óðàâíåíŁÿ. ÓðàâíåíŁå (1) íàçßâàåòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁì,
åæºŁ ôóíŒöŁÿ f (x) åæòü ïîºŁíîì n-Ø æòåïåíŁ:
f (x) = a
0
xn + a
1 
xn1 ++ a
n1 
x + a
n
 = 0, a
0 
≠ 0.
´ Œà÷åæòâå ïðŁìåðà òðàíæöåíäåíòíßı óðàâíåíŁØ ìîæíî ïðŁ-
âåæòŁ óðàâíåíŁÿ
5ex  7x2 + 15 = 0;   x + lg x  0,5 = 0;   x  tg x = 0.
ÝòŁ óðàâíåíŁÿ æîäåðæàò òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒŁå, ïîŒàçàòåºüíßå,
ºîªàðŁôìŁ÷åæŒŁå Ł äðóªŁå ôóíŒöŁŁ.
—àææìîòðŁì ðÿä ìåòîäîâ ïðŁÆºŁæåííîªî âß÷ŁæºåíŁÿ äåØæòâŁ-
òåºüíßı ŒîðíåØ àºªåÆðàŁ÷åæŒîªî ŁºŁ òðàíæöåíäåíòíîªî óðàâíåíŁÿ
f (x) = 0. ˇóæòü äàíî óðàâíåíŁå
f (x) = 0,
ªäå ôóíŒöŁÿ f(x) íåïðåðßâíà íà îòðåçŒå [a; b]. ˜ºÿ òîªî ÷òîÆß îïðå-
äåºŁòü, æîäåðæŁò ºŁ îòðåçîŒ [a; b] ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ, ò. å. òàŒŁå
òî÷ŒŁ, â Œîòîðßı ôóíŒöŁÿ f (x) = 0, âîæïîºüçóåìæÿ æºåäóþøåØ òåî-
ðåìîØ:
Òåîðåìà. ¯æºŁ ôóíŒöŁÿ f (x) íåïðåðßâíà íà îòðåçŒå [a; b] Ł íà
Œîíöàı ýòîªî îòðåçŒà ïðŁíŁìàåò çíà÷åíŁÿ ðàçíßı çíàŒîâ, òî âíóò-
ðŁ îòðåçŒà æîäåðæŁòæÿ ïî ŒðàØíåØ ìåðå îäíà òî÷Œà, â ŒîòîðîØ
ôóíŒöŁÿ îÆðàøàåòæÿ â íóºü (ðŁæ. 1).
¯æºŁ ïðŁ ýòîì f (x) Łìååò íà îòðåçŒå [a; b] ïåðâóþ ïðîŁçâîä-
íóþ, íå ìåíÿþøóþ çíàŒà â Łíòåðâàºå (a; b), òî Œîðåíü åäŁíæòâåí-
íßØ (ðŁæ. 2).
¨òàŒ, åæºŁ f (a) f (b) < 0, òî óðàâíåíŁå f (x) = 0 Łìååò íà îòðåçŒå
[a; b] îäŁí ŁºŁ íåæŒîºüŒî ŒîðíåØ. ˝àì íåîÆıîäŁìî îïðåäåºŁòü
Łíòåðâàºß íà ýòîì îòðåçŒå, æîäåðæàøŁå òîºüŒî îäŁí Œîðåíü (ŁºŁ
óÆåäŁòüæÿ, ÷òî íà îòðåçŒå [a; b] Łìååòæÿ òîºüŒî îäŁí Œîðåíü). Ýòîò
ïðîöåææ íàçßâàåòæÿ îòäåºåíŁåì ŒîðíåØ. ˚îðíŁ ìîªóò Æßòü îòäå-
ºåíß àíàºŁòŁ÷åæŒŁ ŁºŁ ªðàôŁ÷åæŒŁ. —àææìîòðŁì îäŁí Łç ìåòîäîâ
àíàºŁòŁ÷åæŒîªî îòäåºåíŁÿ ŒîðíåØ. ˛ïðåäåºŁì çíàŒŁ ôóíŒöŁŁ f (x)
â ïðîìåæóòî÷íßı òî÷Œàı x = x
1
, x
2
, x
3
, , x
k
 îòðåçŒà [a; b], òî÷ŒŁ x
i
Æóäåì âßÆŁðàòü òàŒ, ÷òîÆß â äâóı æîæåäíŁı òî÷Œàı ôóíŒöŁÿ f (x)
Łìåºà ðàçíßØ çíàŒ. ¯æºŁ äºÿ ŒàŒîØ-òî ïàðß òî÷åŒ x
i
 Ł x
i+1 
âßïîº-
íÿåòæÿ f (x
i
) f (x
i+1
) < 0, òî îòðåçîŒ [x
i
; x
i+1
] æîäåðæŁò ıîòÿ Æß îäŁí
Œîðåíü óðàâíåíŁÿ.
ˇðŁìåð 1. ˛òäåºŁòü ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ 5ı  6ı  3 = 0.
— å ł å í Ł å. ˛Æîçíà÷Łì f (x) = 5ı  6ı  3. ˝àØäåì ïðîŁçâîä-
íóþ f ′(x) = 5ı ln 5  6. ´ß÷ŁæºŁì Œîðåíü ïðîŁçâîäíîØ:
5ı lg 5  6 = 0; ı lg 5 = lg 6  lg (ln 5);
ÑîæòàâŁì òàÆºŁöó çíàŒîâ ôóíŒöŁŁ f (x), ïîºàªàÿ x ðàâíßì:
à) ŒðŁòŁ÷åæŒŁì çíà÷åíŁÿì ôóíŒöŁŁ (Œîðíÿì ïðîŁçâîäíîØ) ŁºŁ
ÆºŁçŒŁì Œ íŁì çíà÷åíŁÿì; Æ) ªðàíŁ÷íßì çíà÷åíŁÿì (Łæıîäÿ Łç îÆ-
ºàæòŁ äîïóæòŁìßı çíà÷åíŁØ íåŁçâåæòíîªî):
;
5ln
65 =x
( )
.82,0
5lg
5lnlg6lg
≈
−
=x
+ ∞
+
x
sign f (x)
 ∞
+
1

—Łæ. 1
y
x
b
a
x
1
x
2
x
3
 
 
—Łæ. 2
y
x
a
b
x
1
f ′(x) > 0
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˚îðíŁ óðàâíåíŁÿ f (x) = 0 ìîæíî ïðŁÆºŁæåííî îïðåäåºŁòü ïî-
æòðîŁâ ªðàôŁŒ ôóíŒöŁŁ f (x). ˛äíàŒî ïîæòðîŁòü ýòîò ªðàôŁŒ ìî-
æåò Æßòü äîæòàòî÷íî æºîæíî.
˚îªäà ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ îòäåºåíß, äºÿ Œàæäîªî Œîðíÿ x* (Æóäåì
îÆîçíà÷àòü x* òî÷íîå çíà÷åíŁå Œîðíÿ, f (x*) = 0) óæòàíîâºåí Łíòåð-
âàº (a; b), â Œîòîðîì ýòîò Œîðåíü íàıîäŁòæÿ:
a < x* < b.
Òåïåðü íåîÆıîäŁìî íàØòŁ ïðŁÆºŁæåííîå çíà÷åíŁå ξ Œîðíÿ x*
æ òî÷íîæòüþ å, ò. å. íàØòŁ òàŒîå ÷Łæºî, ÷òî
x*  ξ < å.
Ìåòîäß, Œîòîðßå ïîçâîºÿþò ýòî æäåºàòü, íàçßâàþòæÿ ìåòîäàìŁ
óòî÷íåíŁÿ Œîðíÿ. Ìß ðàææìîòðŁì íåæŒîºüŒî òàŒŁı ìåòîäîâ, Œîòî-
ðßå îòºŁ÷àþòæÿ îªðàíŁ÷åíŁÿìŁ, íàºàªàåìßìŁ íà ôóíŒöŁþ f (x),
Ł ŒîºŁ÷åæòâîì âß÷ŁæºåíŁØ.
1. Ìåòîä äåºåíŁÿ îòðåçŒà ïîïîºàì (ÆŁæåŒöŁŁ)
ˇóæòü óðàâíåíŁå f (x) = 0 Łìååò íà îòðåçŒå [a; b] åäŁíæòâåííßØ
Œîðåíü, ïðŁ÷åì ôóíŒöŁÿ f (x) íåïðåðßâíà íà äàííîì îòðåçŒå.
ÀºªîðŁòì ìåòîäà æîæòîŁò Łç æºåäóþøŁı łàªîâ:
Ø à ª  1. —àçäåºŁì îòðåçîŒ [a; b] ïîïîºàì, ò. å. íàØäåì òî÷Œó
c = (a + b)/2. ´ß÷ŁæºŁì f (c).
Ø à ª  2. ¯æºŁ f (a) f (c) > 0 (îòðåçîŒ [a; c] íå æîäåðæŁò Œîðíÿ),
òî ïîºîæŁì a = c.
¯æºŁ f (a) f (c) < 0, (îòðåçîŒ [a; c] æîäåðæŁò Œîðåíü), òî ïîºî-
æŁì b = c.
Ø à ª  3. ¯æºŁ òåïåðü b  a ≥ ε, òî ïåðåØäåì Œ łàªó 1.
ˇðŁ Œàæäîì âßïîºíåíŁŁ łàªîâ 13 äºŁíà îòðåçŒà [a; b] óìåíü-
łàåòæÿ â äâà ðàçà. ØàªŁ 13 ïîâòîðÿþòæÿ äî òåı ïîð, ïîŒà äºŁíà
îòðåçŒà [a; b] íå Æóäåò ìåíüłå ε. ˚îªäà ýòî Æóäåò äîæòŁªíóòî, â Œà-
÷åæòâå ïðŁÆºŁæåííîªî çíà÷åíŁÿ Œîðíÿ Æåðåòæÿ æåðåäŁíà îòðåçŒà:
c = (a + b)/2. ˇîæºåäîâàòåºüíîå âßïîºíåíŁå łàªîâ 13 ïðåäæòàâ-
ºÿåò æîÆîØ îäíó ŁòåðàöŁþ àºªîðŁòìà (îò ºàò. iteratio  ïîâòîðå-
íŁå). ˛öåíŁì ŒîºŁ÷åæòâî ŁòåðàöŁØ, íåîÆıîäŁìîå äºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ
Œîðíÿ æ çàäàííîØ òî÷íîæòüþ. ˇîæŒîºüŒó íà ŒàæäîØ ŁòåðàöŁŁ äºŁ-
ˇîæŒîºüŒó ïðîŁæıîäÿò äâå ïåðåìåíß çíàŒà ôóíŒöŁŁ, òî óðàâ-
íåíŁå äîºæíî Łìåòü äâà äåØæòâŁòåºüíßı Œîðíÿ. ˇîýòîìó îïðåäå-
ºŁì çíàŒ ôóíŒöŁŁ åøå â íåæŒîºüŒŁı òî÷Œàı âÆºŁçŁ ı = 1:
x
sign f(x)
1
+
0

1

2
+
˛òæþäà âŁäíî, ÷òî ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ ïðŁíàäºåæàò îòðåçŒàì
x
1
∈[1; 0] Ł x
2
∈[1; 2].
Òåïåðü ðàææìîòðŁì ªðàôŁ÷åæŒŁØ æïîæîÆ îòäåºåíŁÿ ŒîðíåØ.
ˇðåîÆðàçóåì óðàâíåíŁå f (x) = 0 Œ âŁäó
f (x) = ö
1
(x)  ö
2
(x) = 0. (2)
ÓðàâíåíŁå (2) ýŒâŁâàºåíòíî óðàâíåíŁþ
ö
1
(x) = ö
2
(x). (3)
ˇîæòðîŁâ ªðàôŁŒŁ ôóíŒöŁØ y
1
 = ö
1
(x) Ł y
2
 = ö
2
(x) îïðåäåºŁì
àÆæöŁææß òî÷åŒ ïåðåæå÷åíŁÿ ýòŁı ªðàôŁŒîâ, Œîòîðßå ÿâºÿþòæÿ
ŒîðíÿìŁ óðàâíåíŁÿ (3), à æºåäîâàòåºüíî, ŒîðíÿìŁ óðàâíåíŁÿ (2).
ˇðŁìåð 2. ˛òäåºŁòü ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ 3 sin (x + 1)  2x = 0.
— å ł å í Ł å. ˙àïŁłåì óðàâíåíŁå â âŁäå
çàòåì ïîæòðîŁì ªðàôŁŒŁ æŁíóæîŁäß y
1
 = sin x Ł ïðÿìîØ
(ðŁæ. 3).
, 1
3
2
sin −= xx
1
3
2
2 −= xy
Òî÷Œà ïåðåæå÷åíŁÿ ýòŁı ªðàôŁŒîâ äàåò ïðŁÆºŁæåííîå çíà÷å-
íŁå Œîðíÿ x ≈ 2,5.
—Łæ. 3
y
x
2
y
1
 = sin x
y 2 
= 2
x/3
  
1
1
+1 +2 +3 +4 +5
+1
1
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íà îòðåçŒà óìåíüłàåòæÿ âäâîå, òî ïîæºå âßïîºíåíŁÿ k ŁòåðàöŁØ
äºŁíà îòðåçŒà Æóäåò ðàâíà
¨òåðàöŁŁ Æóäóò ïðåŒðàøåíß, åæºŁ b
k
  a
k
 < ε, ò. å. k íàıîäŁòæÿ
Łç íåðàâåíæòâà
ˇðŁìåð 3. ˝àØòŁ ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ
f (x) = exp(x)  sin(x) = 0, x∈[0; 1], ε = 105.
— å ł å í Ł å. ˝àØäåì ÷Łæºî ŁòåðàöŁØ, íåîÆıîäŁìîå äºÿ äîæòŁ-
æåíŁÿ òðåÆóåìîØ òî÷íîæòŁ:
`óäåì ïðîâîäŁòü âß÷ŁæºåíŁÿ:
Ø à ª  1. ¨ìååì a = 0, b = 1. ˝àØäåì òî÷Œó c = (0 + 1)/2 = 0,5.
´ß÷ŁæºŁì f (0,5) = 0,127.
Ø à ª  2. ˇîæŒîºüŒó f (0) f (0,5) > 0, òî ïîºîæŁì a = c = 0,5.
Ø à ª  3. ˇîæŒîºüŒó 1  0,5 ≥ 105, òî ïåðåØäåì Œ łàªó 1.
—åçóºüòàòß ïåðâîØ Ł ïîæºåäóþøŁı ŁòåðàöŁØ ïðŁâåäåì â òàÆ-
ºŁöå:
.
2kkk
ab
ab −=−
. 
2
ε<
−
k
ab
 
.17,10
2
01 5 ≥<− − kk
ˇîæŒîºüŒó a
17
  b
17
 < 105, ïðŁÆºŁæåííßì çíà÷åíŁåì Œîðíÿ
æ òî÷íîæòüþ 105 Æóäåì æ÷Łòàòü x
17
 = 0,58854.
˛ ò â å ò: x ≈ 0,58854.
f (x
k
)k x
k
b
k
  a
k
1
2
3

17
0,5
0,75
0,625

0,58854
0,5
0,25
0,125

7,6 • 106
0,127
0,209
0,0498

8,85 • 106
Ñóøåæòâóåò ðÿä ìåòîäîâ óòî÷íåíŁÿ Œîðíÿ óðàâíåíŁÿ, æóòü Œî-
òîðßı æîæòîŁò â òîì, ÷òî æ ïîìîøüþ ŒàŒîØ-ºŁÆî ŁòåðàöŁîííîØ
ïðîöåäóðß ïîæºåäîâàòåºüíî îïðåäåºÿþòæÿ ïðŁÆºŁæåíŁÿ x
0
, x
1
,
x
2
, , x
k
, Œîòîðßå æıîäÿòæÿ Œ òî÷íîìó çíà÷åíŁþ Œîðíÿ x*, ò. å.
¯æºŁ ŁòåðàöŁîííàÿ ïðîöåäóðà îÆåæïå÷Łâàåò ìîíîòîí-
íóþ æıîäŁìîæòü, òî ïðŁÆºŁæåíŁåì Œîðíÿ æ òî÷íîæòüþ ε ìîæíî æ÷Ł-
òàòü ïåðâîå ïðŁÆºŁæåíŁå x
i
, äºÿ Œîòîðîªî âßïîºíÿåòæÿ x
i
  x
i  1
 < ε.
Ìß ðàææìîòðŁì òðŁ òàŒŁı ìåòîäà  ìåòîä ıîðä, ìåòîä ˝üþòî-
íà (ìåòîä Œàæàòåºüíßı) Ł ìåòîä ŁòåðàöŁØ.
2. Ìåòîä ıîðä
ˇóæòü óðàâíåíŁå f (x) = 0 Łìååò íà îòðåçŒå [a; b] åäŁíæòâåííßØ
Œîðåíü, f (a) f (b) < 0, ôóíŒöŁÿ f (x) íåïðåðßâíà íà äàííîì îòðåçŒå,
åå ïðîŁçâîäíßå f ′(x) Ł f ″(x) íåïðåðßâíß Ł æîıðàíÿþò æâîØ çíàŒ
íà [a; b].
ˇîºîæŁì äºÿ îïðåäåºåííîæòŁ f(a) < 0 (ðŁæ. 4).
—Łæ. 4
.lim *xxkk
=
∞→
ˇðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷ŒŁ A Ł ´, ŒîîðäŁíàòß Œîòîðßı [a, f(a)]
Ł [b, f(b)]. ˇåðåæå÷åíŁå ýòîØ ïðÿìîØ æ îæüþ àÆæöŁææ Æóäåì æ÷Ł-
òàòü ïðŁÆºŁæåíŁåì Œîðíÿ ı
1
. ÒàŒŁì îÆðàçîì, ìß çàìåíŁºŁ ŒðŁâóþ
åå ıîðäîØ. ´ òî÷Œå ïåðåæå÷åíŁÿ ıîðäß æ îæüþ àÆæöŁææ (òî÷Œà ı
1
)
íàØäåì çíà÷åíŁå ôóíŒöŁŁ f (x
1
) Ł ïðîâåäåì íîâóþ ıîðäó ÷åðåç òî÷-
ŒŁ A Ł [ı
1
, f(x
1
)]. ˝àØäåì ïðŁÆºŁæåíŁå Œîðíÿ ı
2
 Ł ò. ä.
y
x
a
A
B
bx2 x1
x*
y = f(x)
f (a) < 0
f ″(x) < 0
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ÓðàâíåíŁåì ıîðäß, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷ŒŁ A  [a, f (a)]
Ł ´ [b, f (b)] ÿâºÿåòæÿ óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ýòŁ
òî÷ŒŁ:
ˇðŁ ïåðåæå÷åíŁŁ ıîðäß æ îæüþ àÆæöŁææ y = 0, x = x
1
, ïîýòîìó
(4)
¯æºŁ f (x
1
) > 0 (æì. ðŁæ. 4), òî ïîºîæŁâ b = x
1
, ïî ôîðìóºå (4)
íàØäåì x
2
:
¯æºŁ ŒðŁâàÿ f (x) âßïóŒºà ââåðı íà [a; b] (ò. å. f ″(x) < 0 íà [a; b]),
òî îíà ºåæŁò âßłå æâîåØ ıîðäß, ïîýòîìó òî÷Œå ïåðåæå÷åíŁÿ ıîð-
äß æ îæüþ àÆæöŁææ âæåªäà Æóäåò æîîòâåòæòâîâàòü çíà÷åíŁå ôóíŒ-
öŁŁ f (x) > 0. Ñºåäîâàòåºüíî, ºþÆîå ïðŁÆºŁæåíŁå ı
k
 Œîðíÿ x* ìîæ-
íî íàØòŁ, çàìåíÿÿ â ôîðìóºå (4) b íà íàØäåííîå íà ïðåäßäóøåì
łàªå ïðŁÆºŁæåíŁå Œîðíÿ:
(5)
ˇîæºåäîâàòåºüíßå ïðŁÆºŁæåíŁÿ x
0
 = b, x
1
, x
2
, , x
m
 îÆðàçóþò ìîíî-
òîííî óÆßâàþøóþ ïîæºåäîâàòåºüíîæòü, æıîäÿøóþæÿ Œ Œîðíþ x*.
¯æºŁ f (x
1
) < 0 (ðŁæ. 5), òî ïîºîæŁâ â ôîðìóºå (4) a = x
1
 íàØ-
äåì x
2
:
˙äåæü ŒðŁâàÿ f (x) âßïóŒºà âíŁç íà îòðåçŒå [a; b] (f ″(x) > 0), îíà
ºåæŁò íŁæå æâîåØ ıîðäß, Ł çíà÷åíŁå ôóíŒöŁŁ f (x) â òî÷Œå ïåðåæå-
÷åíŁÿ ıîðäß æ îæüþ àÆæöŁææ âæåªäà Æóäåò îòðŁöàòåºüíî. ˇîýòîìó
( )
( ) ( ).afbf
afy
ab
ax
−
−
=
−
−
( )
( ) ( ),1 afbf
af
ab
ax
−
−
=
−
−
( )
( ) ( )( ). 1 abafbf
af
ax −
−
−=
( )
( ) ( )( ). 112 axafxf
af
ax −
−
−=
( )
( ) ( )( ). 1 axafxf
af
ax k
k
k −
−
−=+
( )
( ) ( )( ). 11
1
12 xb
xfbf
xf
xx −
−
−=
ºþÆîå ïðŁÆºŁæåíŁå ı
k
 Œîðíÿ x* ìîæíî íàØòŁ çàìåíÿÿ â ôîðìóºå
(4) a íà íàØäåííîå íà ïðåäßäóøåì łàªå ïðŁÆºŁæåíŁå Œîðíÿ:
(6)
ˇîæºåäîâàòåºüíßå ïðŁÆºŁæåíŁÿ x
0 
= a, x
1
, x
2
, , x
m
 îÆðàçóþò ìî-
íîòîííî âîçðàæòàþøóþ ïîæºåäîâàòåºüíîæòü, æıîäÿøóþæÿ Œ Œîð-
íþ x*.
ˇîæŒîºüŒó â îÆîŁı æºó÷àÿı ïðŁÆºŁæåíŁÿ æıîäÿòæÿ Œ Œîðíþ
ìîíîòîííî, òî ïðŁÆºŁæåíŁåì Œîðíÿ æ òî÷íîæòüþ ε ìîæíî æ÷Łòàòü
ïåðâîå ïðŁÆºŁæåíŁå x
k
 , äºÿ Œîòîðîªî âßïîºíÿåòæÿ x
k
  x
k  1
 < ε.
˛æíîâíßå âßâîäß
ˇðŁÆºŁæåíŁå Œîðíÿ æºåäóåò ŁæŒàòü ïî ôîðìóºå (5), åæºŁ
f (a) f ″(x) > 0. ˇðŁ ýòîì x
0 
= b.
¯æºŁ f (a) f ″(x) < 0, ïðŁÆºŁæåíŁå íàıîäŁòæÿ ïî ôîðìóºå (6). ˇðŁ
ýòîì x
0 
= a.
ˇðŁÆºŁæåíŁå ı
k
 Łìååò òî÷íîæòü ε, åæºŁ x
k 
 x
k  1
 < ε.
ˇðŁìåð 4. ˛òäåºŁòü ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ x2 = tg(0,93 • x + 0,43)
ªðàôŁ÷åæŒŁ Ł óòî÷íŁòü îäŁí Łç íŁı ìåòîäîì ıîðä æ òî÷íîæòüþ
äî 0,0001.
— å ł å í Ł å. ˛òäåºŁì ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ ªðàôŁ÷åæŒŁ, äºÿ ÷åªî
ïîæòðîŁì ªðàôŁŒŁ ôóíŒöŁØ y = x2 Ł y = tg(0,93 • x + 0,43) (ðŁæ. 6).
—Łæ. 5
y
x
a
A
B
b
x
1
x
2
x*
y = f
(x)
f(b) > 0
f ″(x) > 0
( )
( ) ( )( ). 1 kk
k
kk xb
xfbf
xf
xx −
−
−=+
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ÒàŒŁì îÆðàçîì, ŁæŒîìßØ Œîðåíü óðàâíåíŁÿ íàıîäŁòæÿ íà îòðåç-
Œå [0,4; 0,2], ò. å. a = 0,4 Ł b = 0,2. ˛ïðåäåºŁì çíàŒ ôóíŒöŁŁ
f (x) = tg(0,93 • x + 0,43)  x2 íà Œîíöàı îòðåçŒà Ł çíàŒ âòîðîØ åå
ïðîŁçâîäíîØ íà ýòîì îòðåçŒå:
f (a) = 0,102, f (b) = 0,208,
f ″(x) < 0 ïðŁ x ∈ [0,4; 0,2] (ýòî ìîæíî ïðîâåðŁòü ªðàôŁ÷åæ-
ŒŁ). ˇîæŒîºüŒó f(a) f ″(x) > 0, òî âîæïîºüçóåìæÿ ôîðìóºîØ (5),
âîçüìåì x
0 
= b = 0,2. ´ß÷Łæºå-
íŁÿ ïðŁâåäåì â òàÆºŁöå.
—Łæ. 6
y
x
0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0
0,1
0,2
y = x 2
y =
 tg
 (0
,93
x +
 0,
43
)
( ) ,243,093,0cos
93,0)( 2 xx
xf −
+⋅
=′
( )
( )
( )
( ) . 243,093,0cos
43,093,0sin730,1
           
2
43,093,0cos
93,043,093,0sin93,02)(
3
3
−
+⋅
+⋅⋅
=
=−
+⋅
⋅+⋅⋅⋅
=′′
x
x
x
x
xf
 
n
0
1
2
3
4
x
n
f (x
n
)
0,2
0,33443
0,33904
0,33919
0,33919
0,21
0,0077
0,00026
0,85 • 105
0,28 • 106
ˇîæŒîºüŒó x
4
  x
3
 < 0,0001, òî ïðŁìåì x ≈ 0,3392. Ò. å. ìß íà-
łºŁ Œîðåíü óðàâíåíŁÿ æ òî÷íîæòüþ 0,0001 çà ÷åòßðå łàªà.
˛ ò â å ò: x ≈ 0,3392.
3. Ìåòîä ˝üþòîíà
(ìåòîä Œàæàòåºüíßı)
ˇóæòü óðàâíåíŁå f (x) = 0 Łìååò íà îòðåçŒå [a; b] åäŁíæòâåííßØ
Œîðåíü, f (a) f (b) < 0, ôóíŒöŁÿ f (x) íåïðåðßâíà íà äàííîì îòðåçŒå,
åå ïðîŁçâîäíßå f ′(x) Ł f ″(x) íåïðåðßâíß Ł æîıðàíÿþò æâîØ çíàŒ
íà [a; b].
ˇóæòü åæòü íåŒîå ïðŁÆºŁæåíŁå x
0
 Œ Œîðíþ x*, ïðŁíàäºåæàøåå
îòðåçŒó [a; b]. ˆðàôŁŒ ôóíŒöŁŁ f (x) çàìåíÿåòæÿ åªî ŒàæàòåºüíîØ,
ïðîâåäåííîØ â òî÷Œå [x
0
, f (x
0
)]. Òî÷Œà ïåðåæå÷åíŁÿ ýòîØ Œàæàòåºü-
íîØ æ îæüþ àÆæöŁææ ïðŁíŁìàåòæÿ çà íîâîå ïðŁÆºŁæåíŁå x
1
, ïðîâî-
äŁòæÿ Œàæàòåºüíàÿ Œ ªðàôŁŒó ôóíŒöŁŁ â òî÷Œå [x
1
, f (x
1
)] Ł ò. ä. Ýòîò
ïðîöåææ ïîŒàçàí íà ðŁæ. 7, ªäå âçÿòî x
0
 = b.
ÓðàâíåíŁå ŒàæàòåºüíîØ Œ ªðàôŁŒó ôóíŒöŁŁ f (x) â òî÷Œå [x
0
, f (x
0
)]
Łìååò âŁä
y  f (x
0
) = f ″(x
0
)(x  x
0
).
ˇðŁ ïåðåæå÷åíŁŁ ŒàæàòåºüíîØ æ îæüþ àÆæöŁææ y = 0, x = x
1
, ïîýòîìó
( )
( ).0
0
01
xf
xf
xx
′
−=
—Łæ. 7
y
x
a
A
B
bx* x2 x1
y =
 f(x
) x1′
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´òîðîå ïðŁÆºŁæåíŁå Œîðíÿ, x
2
, íàØäåì ïî ôîðìóºå
˜ºÿ k + 1-ªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ çàïŁłåì
(7)
˙àìåòŁì, ÷òî çäåæü x
0
 = b Æßºî âßÆðàíî òàŒ, ÷òî f (x
0
) > 0, f ″(x
0
) > 0,
ò. å. f (x
0
) f ″(x
0
) > 0. ¯æºŁ íà÷àºüíîå ïðŁÆºŁæåíŁå x
0
 âßÆðàòü òàŒ,
÷òî f (x
0
) f ″(x
0
) < 0 (íàïðŁìåð, ïîºîæŁòü x
0
 = a), òî ïåðâîå ïðŁÆºŁ-
æåíŁå ìîæåò îŒàçàòüæÿ îò Œîðíÿ äàºüłå ïðåäßäóøåªî (òî÷Œà x
1
′
íà ðŁæ. 7 îŒàçàºàæü çà ïðåäåºàìŁ îòðåçŒà [a; b], ªäå îòäåºåí Œîðåíü).
˛æíîâíßå âßâîäß
´ ìåòîäå ˝üþòîíà ïðŁÆºŁæåíŁå Œîðíÿ æ ºþÆîØ æòåïåíüþ òî÷-
íîæòŁ ìîæíî íàØòŁ ïî ôîðìóºå (7), åæºŁ â Œà÷åæòâå íà÷àºüíîªî
ïðŁÆºŁæåíŁÿ x
0
 âçÿò òîò Œîíåö îòðåçŒà [a; b], íà Œîòîðîì çíàŒ ôóíŒ-
öŁŁ f (x) æîâïàäàåò æî çíàŒîì åå âòîðîØ ïðîŁçâîäíîØ f ″(x).
ˇîæºåäîâàòåºüíîæòü ïðŁÆºŁæåíŁØ x
0
, x
1
, x
2
, , x
m
 ïðŁ ïðàâŁºü-
íîì âßÆîðå íà÷àºüíîªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ ìîíîòîííî æıîäŁòæÿ Œ Œîð-
íþ x*. ˇîýòîìó ìîæíî æ÷Łòàòü, ÷òî Œîðåíü íàØäåí æ òî÷íîæòüþ ε,
åæºŁ x
k
  x
k  1
 < ε.
ˇðŁìåð 5. —åłŁì óðàâíåíŁå, ðàææìîòðåííîå â ïðŁìåðå 4, ìå-
òîäîì ˝üþòîíà.
— å ł å í Ł å. ˇîæŒîºüŒó f (a) f ″(x) > 0, òî âîçüìåì x
0
 = à = 0,4.
ˇî ôîðìóºå (7) íàØäåì x
1
 Ł ò. ä. ´ß÷ŁæºåíŁÿ ïðŁâåäåì â òàÆºŁöå:
( )
( ).1
1
12
xf
xf
xx
′
−=
( )
( ).1 k
k
kk
xf
xf
xx
′
−=+
n
0
1
2
3
x
n
f (x
n
)
0,4
0,34118
0,33920
0,33920
0,1
0,0033
0,36 • 105
0
˚àŒ âŁäíî Łç òàÆºŁöß, ìß íàłºŁ Œîðåíü óðàâíåíŁÿ æ òî÷íîæ-
òüþ 0,0001 çà òðŁ łàªà.
˛ ò â å ò: x ≈ 0,3392.
˙àìåòŁì, ÷òî Œîðåíü ìß íàłºŁ Æßæòðåå, ÷åì ìåòîäîì ıîðä.
Ìåòîä ˝üþòîíà ïîçâîºÿåò ïîºó÷Łòü Œîðåíü æ çàäàííîØ òî÷íîæòüþ
çà ìåíüłåå ŒîºŁ÷åæòâî łàªîâ, ÷åì ìåòîä ıîðä, îäíàŒî îí íå îïðå-
äåºåí, åæºŁ f ′(x) = 0.
4. Ìåòîä ŁòåðàöŁØ
(ìåòîä ïîæºåäîâàòåºüíßı ïðŁÆºŁæåíŁØ)
ˇîçíàŒîìŁìæÿ åøå æ îäíŁì ÷Łæºåííßì ìåòîäîì ðåłåíŁÿ óðàâ-
íåíŁØ. ˇóæòü Œîðåíü óðàâíåíŁÿ f (x) = 0 îòäåºåí íà îòðåçŒå [a; b].
ˇðåäïîºîæŁì, ÷òî óðàâíåíŁå f (x) = 0 ìîæíî çàïŁæàòü â âŁäå
x = ϕ(x). (8)
´îçüìåì ïðîŁçâîºüíîå çíà÷åíŁå x
0
 Łç îÆºàæòŁ îïðåäåºåíŁÿ ôóíŒ-
öŁŁ ϕ(x) Ł Æóäåì æòðîŁòü ïîæºåäîâàòåºüíîæòü ÷Łæåº {x
n
} æ ïîìî-
øüþ ôîðìóºß
x
n + 1
 = ϕ(x
n
), n = 0, 1, 2, ... . (9)
˛òâåòŁì íà âîïðîæ, ïðŁ ŒàŒŁı îªðàíŁ÷åíŁÿı íà ôóíŒöŁþ ϕ(x) ïî-
æºåäîâàòåºüíîæòü (9) æıîäŁòæÿ Œ Œîðíþ óðàâíåíŁÿ (8)
ŒîòîðßØ ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì óðàâíåíŁÿ f (x) = 0. ˜ºÿ ýòîªî ââåäåì
íîâîå ïîíÿòŁå.
îˆâîðÿò, ÷òî ôóíŒöŁÿ ϕ(x) óäîâºåòâîðÿåò íà îòðåçŒå [a; b] óæºî-
âŁþ ¸ŁïłŁöà, åæºŁ æóøåæòâóåò òàŒàÿ ïîæòîÿííàÿ α, ÷òî äºÿ ºþ-
Æßı x
1
 Ł x
2
, ïðŁíàäºåæàøŁı îòðåçŒó [a; b], Łìååò ìåæòî íåðàâåí-
æòâî
f (x
1
)  f (x
2
) ≤ αx
1
  x
2
. (10)
´åºŁ÷Łíó α íàçßâàþò ïîæòîÿííîØ ¸ŁïłŁöà.
¯æºŁ ôóíŒöŁÿ ϕ(x) óäîâºåòâîðÿåò íà îòðåçŒå [a; b] óæºîâŁþ
¸ŁïłŁöà æ ïîæòîÿííîØ α < 1, òîªäà ïðŁ âßÆîðå â Œà÷åæòâå x
0
 ºþÆîØ
òî÷ŒŁ îòðåçŒà [a; b] ïîæºåäîâàòåºüíîæòü (9) æıîäŁòæÿ Œ Œîðíþ x*.
ˇîŒàæåì ýòî. ´îçüìåì òî÷Œó x
0
, ïðŁíàäºåæàøóþ îòðåçŒó [a; b],
âß÷ŁæºŁì x
1 
: x
1
 = ϕ(x
0
). —àææòîÿíŁå îò òî÷ŒŁ x
1
 äî Œîðíÿ x* îöåíŁì
æ ïîìîøüþ óæºîâŁÿ ¸ŁïłŁöà:
x
1
  x* = ϕ(x
0
)  ϕ(x*) ≤ αx
0
  x*,
),(    ,lim *** xxxx
n
n ϕ==
∞→
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ˇðŁìåð 6. ˝àØòŁ Œîðåíü óðàâíåíŁÿ x  cos x = 0 íà îòðåçŒå
[0; 1] æ òî÷íîæòüþ 0,1 .
— å ł å í Ł å.  f (x) = x  cos x = 0. ˇåðåïŁłåì óðàâíåíŁå â âŁäå
x = cos x.
˙äåæü ϕ(x) = cos x.
˜ºÿ îòâåòà íà âîïðîæ, óäîâºåòâîðÿåò ºŁ ôóíŒöŁÿ ϕ(x) íà îò-
ðåçŒå [0; 1] óæºîâŁþ ¸ŁïłŁöà, ïðîâåðŁì, óäîâºåòâîðÿåò ºŁ îíà
íà ýòîì îòðåçŒå óæºîâŁþ (12):
ϕ′(x) = sin x ≤ sin 1.
ˇîýòîìó ôóíŒöŁÿ ϕ(x) = cos x óäîâºåòâîðÿåò íà îòðåçŒå [0; 1] óæºî-
âŁþ ¸ŁïłŁöà æ ïîæòîÿííîØ α = sin 1 < 1. ˙à íà÷àºüíîå ïðŁÆºŁæå-
íŁå âîçüìåì æåðåäŁíó îòðåçŒà, x
0
 = 0,5, âß÷ŁæºåíŁÿ Æóäåì ïðîâî-
äŁòü ïî ôîðìóºå (9), ðåçóºüòàòß âß÷ŁæºåíŁØ ïîìåæòŁì â òàÆºŁöó.
ˇîæŒîºüŒó x
5
  x
4
= 0,073 < 0,1, òî ìß
íàłºŁ Œîðåíü æ òî÷íîæòüþ 0,1 çà ïÿòü łàªîâ.
˙àìåòŁì, ÷òî ÷åì ìåíüłå ïîæòîÿííàÿ
¸ŁïłŁöà α, òåì Æßæòðåå ìß ïðŁÆºŁæàåìæÿ
Œ Œîðíþ. ¯æºŁ a = 1/2, òî íà Œàæäîì łàªå ìß
ïðŁÆºŁæàåìæÿ Œ Œîðíþ òàŒ æå, ŒàŒ Ł â ìåòî-
äå äåºåíŁÿ îòðåçŒà ïîïîºàì.
˛ ò â å ò: x ≈ 0,77.
´ßÆðàòü ôóíŒöŁþ ϕ(x) òàŒ, ÷òîÆß âßïîºíÿºîæü óæºîâŁå (12),
íå âæåªäà Æßâàåò ºåªŒî. ˛äŁí Łç æïîæîÆîâ îïðåäåºåíŁÿ ôóíŒöŁŁ
ϕ(x) æºåäóþøŁØ:
(13)
ªäå k > Q/2. ˙äåæü Q  ìàŒæŁìàºüíîå çíà÷åíŁå ìîäóºÿ ïðîŁçâîä-
íîØ ôóíŒöŁŁ f (x) íà îòðåçŒå [à; b]: ˙íàŒ k æîâïàäà-
åò æî çíàŒîì ïðîŁçâîäíîØ f ′(x) íà [a; b].
Ìîæíî ïîŒàçàòü, ÷òî ïðŁ îïðåäåºåíŁŁ ôóíŒöŁŁ ϕ(x) ïî ôîðìó-
ºå (13) óðàâíåíŁå x = ϕ(x) ýŒâŁâàºåíòíî óðàâíåíŁþ f (x) = 0 Ł ôóíŒ-
öŁÿ ϕ(x) óäîâºåòâîðÿåò óæºîâŁþ (12).
n
0
1
2
3
4
5
x
n
0,500
0,878
0,639
0,803
0,695
0,768
( ) ( ),
k
xf
xx −=ϕ
( ) . max
];[
xfQ
ba
′=
ˇîæŒîºüŒó óæºîâŁå (11) âßïîºíÿåòæÿ äºÿ ºþÆîØ ïàðß òî÷åŒ îòðåç-
Œà [a; b], îíî îªðàíŁ÷Łâàåò òàíªåíæ óªºà íàŒºîíà ºþÆîØ æåŒóøåØ
ªðàôŁŒà ϕ(x) íà îòðåçŒå [a; b]. À ïîæŒîºüŒó ŒàæäîØ æåŒóøåØ ìîæ-
íî ïîæòàâŁòü â æîîòâåòæòâŁå ïàðàººåºüíóþ åØ Œàæàòåºüíóþ, òî
ìîæíî æ÷Łòàòü, ÷òî ôóíŒöŁÿ ϕ(x) Łìååò íà îòðåçŒå [a; b] îªðàíŁ-
÷åííóþ ïðîŁçâîäíóþ:
ϕ′(x) ≤ α. (12)
˝àïîìíŁì, ÷òî ïîæºåäîâàòåºüíîæòü (9) æıîäŁòæÿ Œ Œîðíþ, åæºŁ
α < 1.
ò. å.
x
1
  x* ≤ αx
0
  x*.
ˇîæŒîºüŒó α < 1, òî ìß ïðŁÆºŁçŁºŁæü Œ Œîðíþ. ÒàŒŁì îÆðàçîì,
Œàæäîå ïîæºåäóþøåå ïðŁÆºŁæåíŁå Œîðíÿ x
n+1
 Æóäåò ºåæàòü Œ Œîð-
íþ ÆºŁæå, ÷åì ïðåäßäóøåå x
n
.
´ßÿæíŁì, î ÷åì ªîâîðŁò óæºîâŁå ¸ŁïłŁöà. ˇåðåïŁłåì åªî (10)
â âŁäå
(11)
ˇîºó÷åííîå íåðàâåíæòâî îªðàíŁ÷Łâàåò òàíªåíæ óªºà íàŒºîíà æå-
ŒóøåØ ªðàôŁŒà ϕ(x) (ðŁæ. 8), ïðîâåäåííîØ ÷åðåç òî÷ŒŁ [x
1
, ϕ(x
1
)]
Ł [x
2
, ϕ(x
2
)].
—Łæ. 8
( ) ( )
. 
21
21 α≤
−
ϕ−ϕ
xx
xx
x
1
x
2
y
x
x
2
  x
1
y =
 ö(
x)
y =
 x
ö(x
2
)  ö(x
1
)
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ˇðŁìåð 7. ˛òäåºŁòü ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ 3x + lg(2x + 1) = 2 ªðà-
ôŁ÷åæŒŁ Ł óòî÷íŁòü îäŁí Łç íŁı ìåòîäîì ŁòåðàöŁØ æ òî÷íîæòüþ
äî 0,0001.
— å ł å í Ł å. ˛òäåºŁì ŒîðíŁ óðàâíåíŁÿ ªðàôŁ÷åæŒŁ, äºÿ ÷åªî
ïîæòðîŁì ªðàôŁŒŁ ôóíŒöŁØ y = 2  3x Ł y = lg(2x + 1) (ðŁæ. 9).
—Łæ. 9
y
x
2
1,5
1
0,5
0
0,5
0,2 0,4 0,6 0,8
y = 2  3x
y = lg(2x + 1)
ÒàŒŁì îÆðàçîì, ŁæŒîìßØ Œîðåíü óðàâíåíŁÿ íàıîäŁòæÿ íà îò-
ðåçŒå [0,4; 0,6], ò. å. a = 0,4 Ł b = 0,6:
f (x) = 3x + lg(2x + 1)  2,
f ′(x) > 0 íà îòðåçŒå [0,4; 0,6]. ´îçüìåì k = 3, òîªäà
˙à íà÷àºüíîå ïðŁÆºŁæåíŁå âîçüìåì
x
0 
= 0,4, à âæå îæòàºüíßå ïðŁÆºŁæåíŁÿ îïðåäåºŁì ïî ôîðìóºå
( ) ( ) ( ),10ln12
23
+
+=′
x
xf
( ) ( ) . 48,34,0max
]6,0 ;4,0[
≈′=′= fxfQ
( ) ( ) ( ).
3
12lg2
3
+−
=−=ϕ xxfxx
( )
.
3
12lg2
1
+−
=+
n
n
x
x
—åçóºüòàòß âß÷ŁæºåíŁØ ðàæïîºîæŁì â òàÆºŁöå.
˚àŒ âŁäíî Łç òàÆºŁöß, ìß íà-
łºŁ Œîðåíü óðàâíåíŁÿ æ òî÷íîæ-
òüþ 0,0001 çà ïÿòü ŁòåðàöŁØ.
˛ ò â å ò: x ≈ 0,5582.
5. ˙àŒºþ÷Łòåºüíßå çàìå÷àíŁÿ
˜ºÿ òîªî ÷òîÆß æðàâíŁòü ÷åòßðå ìåòîäà, Œîòîðßå ìß ðàææìîò-
ðåºŁ, ââåäåì îïðåäåºåíŁå:
˛ïðåäåºåíŁå. îˆâîðÿò, ÷òî äàííßì ìåòîäîì äîæòŁªàåòæÿ æıî-
äŁìîæòü Œ Œîðíþ x* æî æŒîðîæòüþ r, åæºŁ
(14)
˜ºÿ ìåòîäà äåºåíŁÿ îòðåçŒà ïîïîºàì r = 1, ¯æºŁ r = 1, æŒî-
ðîæòü æıîäŁìîæòŁ íàçßâàþò ºŁíåØíîØ, åæºŁ r > 1  æâåðıºŁíåØ-
íîØ, åæºŁ r = 2  ŒâàäðàòŁ÷íîØ. ÑîîòíîłåíŁå (14) ıàðàŒòåðŁçóåò,
íàæŒîºüŒî Æßæòðî óÆßâàåò îłŁÆŒà ïðŁ æîâåðłåíŁŁ î÷åðåäíîØ
ŁòåðàöŁŁ, Œîªäà óæå æäåºàíî äîæòàòî÷íî ìíîªî ŁòåðàöŁØ.
¨ç ðàææìîòðåííßı ìåòîäîâ ìåòîä ıîðä Łìååò ºŁíåØíóþ æıîäŁ-
ìîæòü, ìåòîä ˝üþòîíà  ŒâàäðàòŁ÷íóþ, æŒîðîæòü æıîäŁìîæòŁ ìåòî-
äà ıîðä çàâŁæŁò îò ïîæòîÿííîØ ¸ŁïłŁöà. Ìåòîä ˝üþòîíà æıîäŁò-
æÿ Æßæòðåå, ÷åì ìåòîä ıîðä Ł äåºåíŁÿ îòðåçŒà ïîïîºàì, îäíàŒî îí
íàŒºàäßâàåò æŁºüíßå îªðàíŁ÷åíŁÿ íà ôóíŒöŁþ. À Łìåííî, òðåÆó-
åòæÿ, ÷òîÆß ïðîŁçâîäíßå f ′(x) Ł f ″(x) ÆßºŁ íåïðåðßâíß Ł æîıðà-
íÿºŁ îïðåäåºåííßå çíàŒŁ íà îòðåçŒå [a; b], ªäå îòäåºåí Œîðåíü.
ÒàŒŁå æå îªðàíŁ÷åíŁÿ íàŒºàäßâàþòæÿ íà ôóíŒöŁþ f (x) â ìåòîäå
ıîðä. ´æå ðàææìîòðåííßå ìåòîäß, Œðîìå ìåòîäà äåºåíŁÿ îòðåçŒà
ïîïîºàì, çàâŁæÿò îò âßÆîðà íà÷àºüíîªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ x
0
. ´ ìåòîäå
äåºåíŁÿ îòðåçŒà òðåÆóåòæÿ òîºüŒî íåïðåðßâíîæòü ôóíŒöŁŁ f (x)
Ł îòæóòæòâóåò ïðîÆºåìà âßÆîðà x
0
.
. lim
1
c
xx
xx
r
n
n
n
=
−
−
∗
∗
+
∞→
.
2
1
=æ
0,55
0,080
0,011
0,0015
0,00020
0,000028
n
0
1
2
3
4
5
x
n
f (x
n
)
0,4
0,58158
0,05550
0,55858
0,55808
0,55815
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˙àïŁłåì æŁæòåìó n ºŁíåØíßı àºªåÆðàŁ÷åæŒŁı óðàâíåíŁØ æ n
íåŁçâåæòíßìŁ:
(1)
ÑîâîŒóïíîæòü ŒîýôôŁöŁåíòîâ ýòîØ æŁæòåìß ìîæíî çàïŁæàòü â âŁ-
äå ìàòðŁöß:
ÌàòðŁöà À íàçßâàåòæÿ ìàòðŁöåØ æŁæòåìß (1), à åå îïðåäåºŁ-
òåºü D = det A  îïðåäåºŁòåºåì æŁæòåìß (1).
—åłåíŁåì æŁæòåìß (1) íàçßâàåòæÿ òàŒàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ æîâî-
Œóïíîæòü ÷Łæåº x
1
 = c
1
, x
2
 = c
2
, ..., x
n
 = c
n
, Œîòîðàÿ îÆðàøàåò âæå óðàâ-
íåíŁÿ æŁæòåìß â âåðíßå ðàâåíæòâà.
ÑŁæòåìà ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ Łìååò åäŁíæòâåííîå ðåłåíŁå,
åæºŁ åå îïðåäåºŁòåºü îòºŁ÷åí îò íóºÿ: D = det A ≠ 0. ¯æºŁ îïðåäå-
ºŁòåºü ðàâåí íóºþ, D = det A = 0, òî æŁæòåìà ºŁÆî íå Łìååò ðåłå-
íŁØ, ºŁÆî Łìååò Łı ÆåæŒîíå÷íîå ìíîæåæòâî.
ˇîÿæíŁì æŒàçàííîå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁ. ˇóæòü åæòü æŁæòåìà óðàâ-
íåíŁØ:
(2)
˚àæäîå óðàâíåíŁå æŁæòåìß çàäàåò ïðÿìóþ íà ïºîæŒîæòŁ, ŒîîðäŁ-
íàòß òî÷ŒŁ ïåðåæå÷åíŁÿ ýòŁı ïðÿìßı ÿâºÿþòæÿ ðåłåíŁåì æŁæòå-
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ìß. ´îçìîæíß òðŁ æºó÷àÿ âçàŁìíîªî ðàæïîºîæåíŁÿ äâóı ïðÿìßı
íà ïºîæŒîæòŁ.
1. ˇðÿìßå ïåðåæåŒàþòæÿ. Ýòî ýŒâŁâàºåíòíî òîìó, ÷òî ŒîýôôŁ-
öŁåíòß æŁæòåìß (2) íåïðîïîðöŁîíàºüíß:
(3)
2. ˇðÿìßå ïàðàººåºüíß, ò. å. ŒîýôôŁöŁåíòß æŁæòåìß (2) ïîä-
÷Łíÿþòæÿ æîîòíîłåíŁÿì
(4)
3. ˇðÿìßå æîâïàäàþò, ò. å. ŒîýôôŁöŁåíòß æŁæòåìß (2) ïðîïîð-
öŁîíàºüíß:
(5)
˛ïðåäåºŁòåºü æŁæòåìß (2) Łìååò âŁä
´ òîì æºó÷àå, Œîªäà âßïîºíÿåòæÿ óæºîâŁå (3), îïðåäåºŁòåºü D
íå ðàâåí íóºþ Ł æŁæòåìà (2) Łìååò åäŁíæòâåííîå ðåłåíŁå. ´ æºó-
÷àå îòæóòæòâŁÿ ðåłåíŁÿ ŁºŁ ïðŁ ÆåæŒîíå÷íîì ìíîæåæòâå ðåłå-
íŁØ âßïîºíÿþòæÿ æîîòíîłåíŁÿ (4) Ł (5), Łç Œîòîðßı æºåäóåò, ÷òî
îïðåäåºŁòåºü D = 0.
¯æºŁ îïðåäåºŁòåºü æŁæòåìß D ≈ 0, ïðÿìßå ìîªóò îŒàçàòüæÿ ïî-
÷òŁ ïàðàººåºüíßìŁ Ł ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ Łı ïåðåæå÷åíŁÿ Æóäóò âåæü-
ìà ÷óâæòâŁòåºüíß Œ ŁçìåíåíŁþ ŒîýôôŁöŁåíòîâ æŁæòåìß (ðŁæ. 10).
ÒàŒŁì îÆðàçîì, ìàºßå ïîªðåłíîæòŁ Łæıîäíßı äàííßı ŁºŁ âß-
÷ŁæºåíŁØ ìîªóò ïðŁâåæòŁ Œ æóøåæòâåííßì ïîªðåłíîæòÿì â ðåłå-
íŁŁ. ÒàŒŁå æŁæòåìß óðàâíåíŁØ íàçßâàþòæÿ ïºîıî îÆóæºîâºåííßìŁ.
ÓæºîâŁå D ≈ 0 ÿâºÿåòæÿ íåîÆıîäŁìßì äºÿ ïºîıîØ îÆóæºîâºåííîæ-
òŁ æŁæòåìß ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ, íî íå äîæòàòî÷íßì. ˝àïðŁìåð,
æŁæòåìà Łç äåæÿòŁ óðàâíåíŁØ æ äŁàªîíàºüíîØ ìàòðŁöåØ A, æ ýºå-
ìåíòàìŁ a
ii
 = 0,01 íå ÿâºÿåòæÿ ïºîıî îÆóæºîâºåííîØ, ıîòÿ åå îïðå-
äåºŁòåºü D = (0,01)10 = 1020 ìàº.
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îííßå ìåòîäß ìîªóò Łæïîºüçîâàòüæÿ äºÿ óòî÷íåíŁÿ ðåłåíŁØ, ïî-
ºó÷åííßı æ ïîìîøüþ ïðÿìßı ìåòîäîâ.
¨ç ïðÿìßı ìåòîäîâ ìß ðàææìîòðŁì ìåòîä ŁæŒºþ÷åíŁÿ ˆàóææà,
Łç ŁòåðàöŁîííßı  ìåòîä ïðîæòîØ ŁòåðàöŁŁ Ł ìåòîä ˙åØäåºÿ.
1. Ìåòîä ŁæŒºþ÷åíŁÿ àˆóææà
ˇóæòü äàíà æŁæòåìà ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ
(6)
`óäåì æ÷Łòàòü, ÷òî åå îïðåäåºŁòåºü îòºŁ÷åí îò íóºÿ, ò. å. îíà Łìå-
åò åäŁíæòâåííîå ðåłåíŁå.
Ìåòîä ŁæŒºþ÷åíŁØ ˆàóææà îæíîâàí íà ïðŁâåäåíŁŁ ìàòðŁöß
æŁæòåìß Œ òðåóªîºüíîìó âŁäó. ˝àïðŁìåð, ìàòðŁöà À æŁæòåìß óðàâ-
íåíŁØ
(7)
Łìååò òðåóªîºüíßØ âŁä:
˛÷åâŁäíî, ÷òî ðåłåíŁå æŁæòåìß (7) ìîæíî ºåªŒî íàØòŁ, åæºŁ ðå-
łŁòü æíà÷àºà ïîæºåäíåå óðàâíåíŁå, çàòåì ïðåäïîæºåäíåå Ł çàòåì
ïåðâîå.
ÒðåóªîºüíßØ âŁä ìàòðŁöß æŁæòåìß â ìåòîäå ˆàóææà äîæòŁªà-
åòæÿ ïîæºåäîâàòåºüíßì ŁæŒºþ÷åíŁåì íåŁçâåæòíßı Łç óðàâíåíŁØ
æŁæòåìß. Ýòîò ïðîöåææ íàçßâàåòæÿ ïðÿìßì ıîäîì â ìåòîäå ˆàóææà,
îí ïðîäîºæàåòæÿ äî òåı ïîð, ïîŒà â ºåâîØ ÷àæòŁ ïîæºåäíåªî, n-ªî
óðàâíåíŁÿ íå îæòàíåòæÿ îäŁí ÷ºåí æ íåŁçâåæòíßì x
n
, ò. å. ìàòðŁöà
æŁæòåìß íå Æóäåò ïðŁâåäåíà Œ òðåóªîºüíîìó âŁäó. ˛ÆðàòíßØ ıîä
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110
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Ìåòîäß ðåłåíŁÿ æŁæòåì ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ äåºÿòæÿ íà äâå
ªðóïïß  ïðÿìßå Ł ŁòåðàöŁîííßå. ˇðÿìßìŁ ìåòîäàìŁ íàçßâà-
þòæÿ ìåòîäß, äàþøŁå ðåłåíŁå æŁæòåìß çà Œîíå÷íîå ÷Łæºî àðŁô-
ìåòŁ÷åæŒŁı äåØæòâŁØ. ´ ýòŁı ìåòîäàı ðåłåíŁå âßðàæàåòæÿ â âŁäå
ôîðìóº ÷åðåç ŒîýôôŁöŁåíòß æŁæòåìß. ¯æºŁ îòæóòæòâóþò îłŁÆŒŁ
îŒðóªºåíŁÿ, òî ïîºó÷àåìßå ðåłåíŁÿ ÿâºÿþòæÿ òî÷íßìŁ. ¨òåðà-
öŁîííßìŁ ìåòîäàìŁ íàçßâàþòæÿ ìåòîäß, äàþøŁå ïîæºåäîâàòåºü-
íîæòü ïðŁÆºŁæåíŁØ, Œîòîðàÿ æıîäŁòæÿ Œ òî÷íîìó ðåłåíŁþ æŁæòåìß.
˚àæäîå ïðŁÆºŁæåíŁå âß÷Łæºÿåòæÿ æ ŁæïîºüçîâàíŁåì ïðåäßäó-
øåªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ ïî åäŁíîîÆðàçíîØ æıåìå (ŁòåðàöŁîííîØ ôîð-
ìóºå). ˜ºÿ îæóøåæòâºåíŁÿ ŁòåðàöŁîííîªî ïðîöåææà íåîÆıîäŁìî
çàäàòü íåŒîòîðîå ïðŁÆºŁæåííîå ðåłåíŁå  íà÷àºüíîå ïðŁÆºŁæåíŁå.
˚ íåäîæòàòŒàì ïðÿìßı ìåòîäîâ ìîæíî îòíåæòŁ òî, ÷òî îíŁ òðå-
Æóþò ıðàíåíŁÿ â îïåðàòŁâíîØ ïàìÿòŁ Œîìïüþòåðà æðàçó âæåØ ìàò-
ðŁöß æŁæòåìß, à òàŒæå íàŒàïºŁâàíŁå ïîªðåłíîæòåØ â ïðîöåææå
ðåłåíŁÿ, ïîæŒîºüŒó îíŁ ìîªóò òðåÆîâàòü Æîºüłîªî ŒîºŁ÷åæòâà âß-
÷ŁæºåíŁØ. Ýòî æóøåæòâåííî äºÿ ÆîºüłŁı æŁæòåì, à òàŒæå äºÿ ïºîıî
îÆóæºîâºåííßı æŁæòåì, ÷óâæòâŁòåºüíßı Œ ïîªðåłíîæòÿì. ¨òåðà-
öŁîííßå ìåòîäß òðåÆóþò ıðàíåíŁÿ â ïàìÿòŁ ºŁłü íåæŒîºüŒŁı
ïðåäßäóøŁı ïðŁÆºŁæåíŁØ ðåłåíŁÿ æŁæòåìß (íàÆîðîâ ÷Łæåº c
1
,
c
2
, ..., c
n
). ˚ðîìå òîªî, ïîªðåłíîæòŁ â ŁòåðàöŁîííßı ìåòîäàı íå íà-
ŒàïºŁâàþòæÿ, ïîæŒîºüŒó òî÷íîæòü âß÷ŁæºåíŁØ íà ŒàæäîØ Łòåðà-
öŁŁ çàâŁæŁò òîºüŒî îò ðåçóºüòàòîâ ïðåäßäóøåØ ŁòåðàöŁŁ. ˇîýòî-
ìó ŁòåðàöŁîííßå ìåòîäß îæîÆåííî ïîºåçíß â æºó÷àå Æîºüłîªî
÷Łæºà óðàâíåíŁØ, à òàŒæå ïºîıî îÆóæºîâºåííßı æŁæòåì. ¨òåðàöŁ-
—Łæ. 10
D ≠ 0
 
D ≈ 0
 
24 25
ìåòîäà ˆàóææà æîæòîŁò â ïîæºåäîâàòåºüíîì âß÷ŁæºåíŁŁ ŁæŒîìßı
íåŁçâåæòíßı, íà÷Łíàÿ æ ïîæºåäíåªî óðàâíåíŁÿ, Œîòîðîå æîäåðæŁò
åäŁíæòâåííîå íåŁçâåæòíîå.
`óäåì ðåłàòü æŁæòåìó (6) ìåòîäîì ˆàóææà. ˇðŁÆàâŁì Œî âòî-
ðîìó óðàâíåíŁþ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà a
21
/a
11
; ïðŁÆàâŁì Œ òðå-
òüåìó óðàâíåíŁþ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà a
31
/a
11
. Òåì æàìßì Łæ-
Œºþ÷Łì ı
1 
Łç âòîðîªî Ł òðåòüåªî óðàâíåíŁØ:
(8)
˙äåæü
Òåïåðü Łç òðåòüåªî óðàâíåíŁÿ (8) íóæíî ŁæŒºþ÷Łòü ı
2
. ÓìíîæŁì
âòîðîå óðàâíåíŁå æŁæòåìß (8) íà Ł ïðŁÆàâŁì Œ òðåòüåìó:
(9)
˙äåæü
Òåïåðü ìàòðŁöà æŁæòåìß (9) Łìååò òðåóªîºüíßØ âŁä. ˝à ýòîì ïðÿ-
ìîØ ıîä ìåòîäà ˆàóææà çàŒàí÷Łâàåòæÿ.
˙àìåòŁì, ÷òî â ïðîöåææå ŁæŒºþ÷åíŁÿ íåŁçâåæòíßı ïðŁıîäŁòæÿ
âßïîºíÿòü äåºåíŁå íà ŒîýôôŁöŁåíòß (Ł ðÿä äðóªŁı, åæºŁ
Æß æŁæòåìà Łìåºà Æîºåå òðåı óðàâíåíŁØ). ˇîýòîìó ýòŁ ŒîýôôŁöŁ-
åíòß äîºæíß Æßòü îòºŁ÷íß îò íóºÿ. ¯æºŁ ýòî íå âßïîºíÿåòæÿ,
íåîÆıîäŁìî ïåðåæòàâŁòü óðàâíåíŁÿ æŁæòåìß.
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˛ÆðàòíßØ ıîä ìåòîäà íà÷Łíàåòæÿ æ ðåłåíŁÿ òðåòüåªî óðàâíå-
íŁÿ æŁæòåìß (9):
¨æïîºüçóÿ ı
3 
íàØäåì ı
2
 Łç âòîðîªî óðàâíåíŁÿ, à çàòåì, Łæïîºüçóÿ ı
3
Ł ı
2 
, íàØäåì x
1
 Łç ïåðâîªî:
ÀíàºîªŁ÷íî æòðîŁòæÿ âß÷ŁæºŁòåºüíßØ àºªîðŁòì äºÿ ºŁíåØíîØ
æŁæòåìß æ ïðîŁçâîºüíßì ÷Łæºîì óðàâíåíŁØ.
˛äíîØ Łç ìîäŁôŁŒàöŁØ ìåòîäà ˆàóææà ÿâºÿåòæÿ æıåìà æ âßÆî-
ðîì ªºàâíîªî ýºåìåíòà. ´ ýòîØ æıåìå òðåÆîâàíŁå íåðàâåíæòâà íóºþ
ýºåìåíòîâ a
ii
, íà Œîòîðßå ïðîŁæıîäŁò äåºåíŁå â ïðÿìîì ıîäå ìåòî-
äà, çàìåíÿåòæÿ íà Æîºåå æåæòŒîå: Łç âæåı îæòàâłŁıæÿ â i-ì æòîºÆöå
ýºåìåíòîâ íóæíî âßÆðàòü íàŁÆîºüłŁØ ïî ìîäóºþ Ł ïåðåæòàâŁòü
óðàâíåíŁÿ òàŒ, ÷òîÆß ýòîò ýºåìåíò îŒàçàºæÿ íà ìåæòå ýºåìåíòà a
ii
.
˜Łàªîíàºüíßå ýºåìåíòß ìàòðŁöß íàçßâàþòæÿ âåäóøŁìŁ ýºåìåí-
òàìŁ. ´ßÆŁðàÿ ìàŒæŁìàºüíßØ âåäóøŁØ ýºåìåíò, ìß óìåíüłàåì
ìíîæŁòåºŁ, Łæïîºüçóåìßå ïðŁ ïðåîÆðàçîâàíŁŁ óðàâíåíŁØ, Ł òåì
æàìßì æíŁæàåì ïîªðåłíîæòü âß÷ŁæºåíŁØ. ˛äíàŒî ýòîò ìåòîä äàåò
íåíàäåæíßå ðåçóºüòàòß äºÿ ïºîıî îÆóæºîâºåííßı æŁæòåì.
ˇðŁìåð 8. —åłŁòü æŁæòåìó óðàâíåíŁØ ìåòîäîì ˆàóæcà:
(10)
— å ł å í Ł å. ÓìíîæŁì ïåðâîå óðàâíåíŁå íà  a
21
/a
11 
= (3)/10 =
= 0,3 Ł ïðŁÆàâŁì Œî âòîðîìó. ˇåðâîå óðàâíåíŁå, óìíîæåííîå íà
a
31
/a
11 
= 5/10 = 0,5, ïðŁÆàâŁì Œ òðåòüåìó. ˇîºó÷Łì
ˇðåæäå ÷åì ŁæŒºþ÷àòü x
2 
Łç òðåòüåªî óðàâíåíŁÿ, çàìåòŁì, ÷òî Œî-
ýôôŁöŁåíò ïðŁ x
2
 âî âòîðîì óðàâíåíŁŁ (ò. å. âåäóøŁØ ýºåìåíò a
22
)
.33333 abx ′′′′=
( ) ( ) 1, 1 3132121
11
13232
22
2 xaxab
a
xxab
a
x −−=′−′
′
=
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ìåíüłå, ÷åì ŒîýôôŁöŁåíò ïðŁ x
2
 â òðåòüåì óðàâíåíŁŁ. ¯æºŁ Æß
ìß äåØæòâîâàºŁ ïî æıåìå æ âßÆîðîì ªºàâíîªî ýºåìåíòà, ìß äîºæ-
íß ÆßºŁ Æß ïîìåíÿòü ìåæòàìŁ âòîðîå Ł òðåòüå óðàâíåíŁÿ. ˇðî-
äîºæŁì ŁæŒºþ÷åíŁå. ÓìíîæŁì âòîðîå óðàâíåíŁå íà =
= 2,5/(0,1) = 25 Ł ïðŁÆàâŁì Œ òðåòüåìó:
˝à ýòîì ïðÿìîØ ıîä ìåòîäà ˆàóææà çàŒîí÷Łºæÿ. ˛ÆðàòíßØ ıîä æî-
æòîŁò â ïîæºåäîâàòåºüíîì âß÷ŁæºåíŁŁ x
1
, x
2
, x
3
:
¨òàŒ, ðåłåíŁå æŁæòåìß (0, 1, 1). ˙àìåòŁì, ÷òî âæå âß÷ŁæºåíŁÿ
ìß ïðîâîäŁºŁ Æåç îŒðóªºåíŁÿ ðåçóºüòàòà, ïîýòîìó ïîºó÷ŁºŁ òî÷íîå
ðåłåíŁå. Òåïåðü æºåªŒà ŁçìåíŁì ŒîýôôŁöŁåíòß æŁæòåìß, æ òåì
÷òîÆß ðåłåíŁå îæòàºîæü ïðåæíŁì (ìß ìîæåì ýòî ïðîâåðŁòü,
ïîäæòàâŁâ â æŁæòåìó òîºüŒî ÷òî íàØäåííîå ðåłåíŁå), íî ïðŁ âß-
÷ŁæºåíŁÿı ïðŁłºîæü Æß Łæïîºüçîâàòü îŒðóªºåíŁÿ:
(11)
`óäåì ðåłàòü ýòó æŁæòåìó. ˇðŁ âß÷ŁæºåíŁÿı Æóäåì çàïŁæßâàòü
÷Łæºà æ ïºàâàþøåØ òî÷ŒîØ, æîıðàíÿÿ ïÿòü ðàçðÿäîâ ÷Łæºà. ˇîæºå
ïåðâîªî łàªà ŁæŒºþ÷åíŁÿ ïîºó÷Łì
(12)
ÑºåäóþøŁØ łàª ŁæŒºþ÷åíŁÿ ïðîâîäŁì ïðŁ ìàºîì âåäóøåì ýºå-
ìåíòå  ×òîÆß ŁæŒºþ÷Łòü ı
2
 Łç òðåòüåªî óðàâíåíŁÿ,
ìß äîºæíß óìíîæŁòü âòîðîå óðàâíåíŁå íà 2500. ˇðŁ óìíîæåíŁŁ
6,001 íà 2500 ïîºó÷Łì 15002,5, Œîòîðîå ïðŁ îŒðóªºåíŁŁ äî ïÿòŁ
2232 / aa ′′−  
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ðàçðÿäîâ äàæò 15003. ˇðŁ ïðŁÆàâºåíŁŁ Œ ýòîìó ÷Łæºó 2,5 ïîºó÷Łì
15005,5, Œîòîðîå îŒðóªºÿåòæÿ äî 15006. Òðåòüå óðàâíåíŁå Æóäåò
Łìåòü âŁä
15005x
3
 = 15006.
˛òæþäà ı
3
=1,0001. ¨ç âòîðîªî Ł ïåðâîªî óðàâíåíŁØ (12) íàØäåì
¨òàŒ, âß÷ŁæºåíŁÿ ïðîâîäŁºŁæü æ îŒðóªºåíŁåì äî ïÿòŁ ðàçðÿ-
äîâ, ïî àíàºîªŁŁ æ ïðîöåææîì âß÷ŁæºåíŁØ íà Œîìïüþòåðå. ´ ðå-
çóºüòàòå ïîºó÷åíî ðåłåíŁå (0,42, 0,4, 1,0001) âìåæòî òî÷íîªî ðå-
łåíŁÿ (0, 1, 1). ÒàŒàÿ íåòî÷íîæòü æâÿçàíà æ ìàºîØ âåºŁ÷ŁíîØ
âåäóøåªî ýºåìåíòà. Òåïåðü ïðîâåäåì ðàæ÷åò ïî æıåìå æ âßÆîðîì
ªºàâíîªî ýºåìåíòà, ò. å. ïåðåä ŁæŒºþ÷åíŁåì x
2 
Łç òðåòüåªî óðàâíå-
íŁÿ æŁæòåìß (12) ïåðåæòàâŁì ìåæòàìŁ âòîðîå Ł òðåòüå óðàâíåíŁÿ,
òîªäà âåäóøŁØ ýºåìåíò Æóäåò ðàâåí 2,5 âìåæòî 0,001:
(13)
Òåïåðü ŁæŒºþ÷Łì x
2 
Łç òðåòüåªî óðàâíåíŁÿ, ïðŁÆàâŁâ Œ íåìó âòî-
ðîå, óìíîæåííîå íà 0,0004. ˇîºó÷Łì
6,002x
3
 = 6,002.
˛òæþäà íàıîäŁì ı
3
 = 1. ¨ç âòîðîªî Ł ïåðâîªî óðàâíåíŁØ (13) ïî-
ºó÷Łì
¨òàŒ, â ðåçóºüòàòå ïåðåæòàíîâŒŁ óðàâíåíŁØ, ò. å. âßÆîðà ìàŒ-
æŁìàºüíîªî äåºŁòåºÿ, ìß ïîºó÷ŁºŁ îòâåò (0, 1, 1), ÷òî æîâïàäàåò
æ òî÷íßì ðåłåíŁåì (0, 1, 1).
( )
. 42,0
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4,077
,4,0
001,0
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12 =
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= xx
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32
32
21
=+−
=+
=−
xx
xx
xx
( )
.0
10
177
,1
5,2
155,2
12 =
−⋅+
=−=
⋅−
= xx
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Ł ò. ä. ˇðŁ íåŒîòîðßı óæºîâŁÿı ïîæºåäîâàòåºüíîæòü ïðŁÆºŁæåíŁØ
æıîäŁòæÿ Œ ðåłåíŁþ æŁæòåìß (15), à çíà÷Łò Ł ŁæıîäíîØ æŁæòåìß (14).
ÓæºîâŁå æıîäŁìîæòŁ ìåòîäà ŁòåðàöŁŁ
ˇðîöåææ ŁòåðàöŁØ æıîäŁòæÿ äºÿ ºþÆîªî íà÷àºüíîªî ïðŁÆºŁ-
æåíŁÿ x
1,0
, x
2,0
, x
3,0
, ..., x
n,0
, åæºŁ âßïîºíÿåòæÿ æºåäóþøåå óæºîâŁå:
â ìàòðŁöå M, æîæòàâºåííîØ Łç ÷àæòíßı ïðîŁçâîäíßı ôóíŒöŁØ
ϕ
i
(x
1
, x
2
, x
3
, ..., x
n
) ïî ïåðåìåííßì x
1
, x
2
, x
3
, ..., x
n
(16)
æóììà ìîäóºåØ ýºåìåíòîâ ŒàæäîØ æòðîŒŁ ìåíüłå åäŁíŁöß ºŁÆî
æóììà ìîäóºåØ ýºåìåíòîâ Œàæäîªî æòîºÆöà ìåíüłå åäŁíŁöß.
ÑôîðìóºŁðîâàííîå óæºîâŁå ÿâºÿåòæÿ äîæòàòî÷íßì äºÿ æıîäŁ-
ìîæòŁ ìåòîäà, íî íå ÿâºÿåòæÿ íåîÆıîäŁìßì, ò. å. äºÿ íåŒîòîðßı
æŁæòåì ŁòåðàöŁŁ æıîäÿòæÿ Ł ïðŁ íàðółåíŁŁ ýòîªî óæºîâŁÿ. Ýòî
óæºîâŁå, íàºàªàåìîå íà ôóíŒöŁŁ ϕ
i
(x
1
, x
2
, x
3
, ..., x
n
), Æóäåò âßïîº-
( )
( )
( )
( )






ϕ=
ϕ=
ϕ=
ϕ=
11312112
1131211323
1131211222
1131211121
    
, 
,    
,    
,    
n,,,,nn,
n,,,,,
n,,,,,
n,,,,,
x...,,x,x,xx
............................................
x...,,x,x,xx
x...,,x,x,xx
x...,,x,x,xx
.........................
,...,   ,,,
,...,   ,,,
,...,   ,,,
1,2,32,22,1
1,1,31,21,1
0,0,30,20,1
n
n
n
xxxx
xxxx
xxxx
 
, 
.....
.........................
.....
.....
321
2
3
2
2
2
1
2
1
3
1
2
1
1
1
n
nnnn
n
n
xxxx
xxxx
xxxx
M
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
∂
ϕ∂
=
2. Ìåòîä ŁòåðàöŁŁ
ˇóæòü åæòü æŁæòåìà n ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ c n íåŁçâåæòíßìŁ:
(14)
`óäåì æ÷Łòàòü, ÷òî îïðåäåºŁòåºü ýòîØ æŁæòåìß îòºŁ÷åí îò íóºÿ.
ˇðåäïîºîæŁì, ÷òî äŁàªîíàºüíßå ŒîýôôŁöŁåíòß a
11
, a
22
, ..., a
nn
íå ðàâíß íóºþ, òîªäà Łç ïåðâîªî óðàâíåíŁÿ ìîæíî âßðàçŁòü x
1
÷åðåç x
1
, x
2
, x
3
, ..., x
n
, Łç âòîðîªî óðàâíåíŁÿ âßðàçŁòü x
2
 ÷åðåç x
1
, x
2
,
x
3
, ..., x
n
, Ł ò. ä. ÒàŒŁì îÆðàçîì, æŁæòåìó ìîæíî ïðŁâåæòŁ Œ âŁäó
(15)
Òåïåðü, îïðåäåºŁâ Łç ŒàŒŁı-òî æîîÆðàæåíŁØ íóºåâîå ïðŁÆºŁæå-
íŁå ðåłåíŁÿ æŁæòåìß
x
1,0
, x
2,0
, x
3,0
, ..., x
n,0
(âòîðîØ ŁíäåŒæ ó ïåðåìåííîØ x îçíà÷àåò æòåïåíü ïðŁÆºŁæåíŁÿ),
íàØäåì ïåðâîå ïðŁÆºŁæåíŁå æ ïîìîøüþ æŁæòåìß (15):
˛ïðåäåºŁâ ïåðâîå ïðŁÆºŁæåíŁå x
1,1
, x
2,1
, x
3,1
, ..., x
n,1
, íàØäåì âòîðîå:



=+++
=+++
=+++
. ....
, ..............................................
,....
....
2211
22222121
,11212111
nnnnnn
nn
nn
bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa
( )
( )
( )
( )






ϕ=
ϕ=
ϕ=
ϕ=
 ,......,x,x,xxx
........ ,..............................
,,......,x,x,xxx
,,......,x,x,xxx
,,......,x,x,xxx
nnn
n
n
n
321
32133
32122
32111
( )
( )
( )
( )






ϕ=
ϕ=
ϕ=
ϕ=
.     
, 
,    
,    
,    
00302011
0030201313
0030201212
0030201111
n,,,,nn,
n,,,,,
n,,,,,
n,,,,,
x...,,x,x,xx
................................................
x...,,x,x,xx
x...,,x,x,xx
x...,,x,x,xx
30 31
(˚îýôôŁöŁåíòß Ł æâîÆîäíßå ÷ºåíß ŁæıîäíîØ æŁæòåìß (18) ïðŁâå-
äåíß æ l = 2 äåæÿòŁ÷íßìŁ çíàŒàìŁ, ðåçóºüòàòß âß÷ŁæºåíŁØ îŒðóª-
ºÿåì äî l + 1 = 3 äåæÿòŁ÷íîªî çíàŒà.)
ÌàòðŁöà M äºÿ ïîºó÷åííîØ æŁæòåìß (19) Łìååò âŁä
äºÿ ºþÆîªî íàÆîðà ïåðåìåííßı x
1
, x
2
, x
3
, ò. Œ. ïðîŁçâîäíßå
ïîæòîÿííß. Ñóììà ìîäóºåØ ýºåìåíòîâ ŒàæäîØ æòðîŒŁ ìàòðŁöß
ìåíüłå åäŁíŁöß, ïîýòîìó óæºîâŁå æıîäŁìîæòŁ âßïîºíåíî.
ˇðŁìåð 10. Ìåòîäîì ŁòåðàöŁŁ ðåłŁòü æŁæòåìó ºŁíåØíßı óðàâ-
íåíŁØ:
ÓðàâíåíŁÿ æŁæòåìß Łìåþò âŁä x
i
 = ϕ
i
(x
1
, x
2
, x
3
, ..., x
n
), ïðîŁçâîä-
íßå  ÿâºÿþòæÿ ŒîíæòàíòàìŁ. ˙àïŁłåì ìàòðŁöó M:
Ñóììß ìîäóºåØ ýºåìåíòîâ ŒàæäîØ æòðîŒŁ ìàòðŁöß M ðàâíß
0,56,   0,61,   0,35,   0,61.
˚àŒ âŁäŁì, óæºîâŁå æıîäŁìîæòŁ âßïîºíÿåòæÿ. ´ Œà÷åæòâå ïåðâîªî
ïðŁÆºŁæåíŁÿ x
1,0
, x
2,0
, x
3,0
, x
4,0
 âîçüìåì æâîÆîäíßå ŒîýôôŁöŁåíòß
ŁæıîäíîØ æŁæòåìß óðàâíåíŁØ. ˇðîöåææ ŁòåðàöŁØ óäîÆíî ïðŁâåæ-
òŁ â òàÆºŁöå:
0363,0     202,0
266,0  0513,0
034,0   649,0    0
−
−
−−
=M
k
i
x∂
ϕ∂
k
i
x∂
ϕ∂



+−+−=
++−=
−−−+=
+−+−=
 . xxx x
 xxx x
xxxx x
 xxxx  x
44,027,013,021,0
,16,112,015,008,0
,83,006,028,016,011,0
,15,208,011,005,032,0
3214
4213
43212
43211
 .
,   ,    ,   ,
 ,     ,     ,   ,
 ,    ,   ,     ,
 ,    ,     ,   ,
M
000    270130 210
120   000  150080
060280160   110
080110  050320
−−
−
−−
−−
=
 
íåíî, åæºŁ äºÿ Łı ïîºó÷åíŁÿ âîæïîºüçîâàòüæÿ æºåäóþøŁì àºªî-
ðŁòìîì:
1. ¨æıîäíóþ æŁæòåìó óðàâíåíŁØ ïðŁâåæòŁ Œ âŁäó æ ïðåîÆºàäàþ-
øŁìŁ äŁàªîíàºüíßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ, ò. å. Œ òàŒîìó âŁäó, ÷òîÆß
â i-ì óðàâíåíŁŁ æŁæòåìß ŒîýôôŁöŁåíò a
ii
 ïåðåä íåŁçâåæòíßì x
i
 Æßº
ïî ìîäóºþ Æîºüłå, ÷åì îæòàºüíßå ŒîýôôŁöŁåíòß ïåðåä äðóªŁìŁ
íåŁçâåæòíßìŁ.
2. —àçäåºŁòü Œàæäîå óðàâíåíŁå íà äŁàªîíàºüíßØ ŒîýôôŁöŁåíò
a
ii
 Ł âßðàçŁòü x
i
.
¨òåðàöŁŁ ïîâòîðÿþò äî òåı ïîð, ïîŒà âíîâü íàØäåííßØ íàÆîð
ŒîðíåØ íå Æóäåò îòºŁ÷àòüæÿ îò ïðåäßäóøåªî â ïðåäåºàı çàäàííîØ
òî÷íîæòŁ.
ˇðŁìåð 9. ˇðŁâåæòŁ æŁæòåìó óðàâíåíŁØ
(17)
Œ âŁäó, ïðŁªîäíîìó äºÿ ŁòåðàöŁîííîªî ïðîöåææà.
1. ˜Łàªîíàºüíßå ÷ºåíß ìàòðŁöß æŁæòåìß äîºæíß Æßòü ïî ìî-
äóºþ Æîºüłå, ÷åì îæòàºüíßå ÷ºåíß â æòðîŒå, ò. å. â ïåðâîì óðàâíå-
íŁŁ íàŁÆîºüłŁØ ïî ìîäóºþ ŒîýôôŁöŁåíò äîºæåí æòîÿòü ïåðåä x
1
,
âî âòîðîì  ïåðåä x
2
, â òðåòüåì  ïåðåä x
3
. ˇîýòîìó ïåðâßì óðàâ-
íåíŁåì âîçüìåì óðàâíåíŁå (II), òðåòüŁì  (I) à âòîðßì  æóììó
óðàâíåíŁØ (I) Ł (III):
(18)
2. —àçäåºŁì Œàæäîå óðàâíåíŁå íà æîîòâåòæòâóþøŁØ äŁàªîíàºü-
íßØ ŒîýôôŁöŁåíò Ł âßðàçŁì Łç Œàæäîªî óðàâíåíŁÿ äŁàªîíàºüíîå
íåŁçâåæòíîå:
(19)



=+−
−=++
=−−
(III)56,5537,899,792,3
(II),44,627,022,504,8
(I), 41,1461,1121,434,2
321
321
321
xxx
xxx
xxx



=−−
=−−
−=++
. 41,14  61,1121,434,2
,97,6924,320,1226,6
,44,6   27,022,504,8
321
321
321
xxx
xxx
xxx



−−=
−−=
−−−=
. 241,1363,0202,0
,735,5266,0513,0
,801,0034,0649,0
213
312
321
xxx
xxx
xxx
32 33
n
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
x
1
x
2
2,1500
2,9719
3,3555
3,5017
3,5511
3,5662
3,5703
3,5713
3,5714
3,5714
3,5714
0,8300
1,0775
1,0721
1,0106
0,9783
0,9644
0,9593
0,9576
0,9571
0,9570
0,9570
x
3
x
4
1,1600
1,5093
1,5075
1,5015
1,4944
1,4910
1,4896
1,4891
1,4889
1,4889
1,4889
0,4400
0,4326
0,7317
0,8111
0,8321
0,8364
0,8368
0,8367
0,8365
0,8364
0,8364
˚àŒ âŁäíî Łç òàÆºŁöß, ìß íàłºŁ ðåłåíŁå æŁæòåìß óðàâíåíŁÿ
æ òî÷íîæòüþ 0,0001 çà äåæÿòü ŁòåðàöŁØ.
˛ ò â å ò: x
1
 ≈ 3,5714, x
2
 ≈ 0,9570, x
3
 ≈ 1,4889, x
4
 ≈ 0,8364.
3. Ìåòîä ŁòåðàöŁØ ˙åØäåºÿ
Ìåòîä ŁòåðàöŁØ ˙åØäåºÿ àíàºîªŁ÷åí ìåòîäó ïðîæòßı Łòåðà-
öŁØ, îòºŁ÷Łå åªî æîæòîŁò â òîì, ÷òî ïðŁ âß÷ŁæºåíŁŁ i +1-ªî ïðŁ-
ÆºŁæåíŁÿ ïåðåìåííîØ x
k
 Łæïîºüçóþòæÿ óæå âß÷Łæºåííßå ïåðåä
ýòŁì i +1-å ïðŁÆºŁæåíŁÿ ïåðåìåííßı x
1
, x
2
, ..., x
k  1
. ÒàŒŁì îÆðà-
çîì, âß÷ŁæºåíŁÿ âåäóòæÿ ïî ôîðìóºàì:
ˇðŁ âß÷ŁæºåíŁŁ x
k,i+1
 Łæïîºüçóþòæÿ íå x
1,i
, x
2,i
, x
3,i
, ..., x
n,i
, ŒàŒ
â ìåòîäå ïðîæòßı ŁòåðàöŁØ, à x
1,i+1
, x
2,i+1
, x
3,i+1
, ..., x
k1,i+1
, x
k,i
, ..., x
n,i 
.
( )
( )
( )
( )
( )






ϕ=
ϕ=
ϕ=
ϕ=
ϕ=
+−++++
++++
+++
++
+
.      
, 
,  ,   
,    
,    
,    
111312111
4131211314
31211313
3211212
321111
n,i,in,i,i,inn,i
n,k,k,k,k,k,i
n,i,i,i,i,i
n,i,i,i,i,i
n,i,i,i,i,i
x,x...,,x,x,xx
...............................................................
x...,x,x,x,xx
x...,,x,x,xx
x...,,x,x,xx
x...,,x,x,xx
˜îæòàòî÷íîå óæºîâŁå æıîäŁìîæòŁ ìåòîäà ïðîæòßı ŁòåðàöŁØ,
ïðŁâåäåííîå âßłå, ÿâºÿåòæÿ äîæòàòî÷íßì Ł äºÿ æıîäŁìîæòŁ ìå-
òîäà ˙åØäåºÿ. ¨òåðàöŁîííßØ ïðîöåææ ïðîäîºæàåòæÿ äî äîæòŁæå-
íŁÿ ìàºîØ ðàçíîæòŁ ìåæäó çíà÷åíŁÿìŁ íåŁçâåæòíßı â äâóı ïîæºå-
äîâàòåºüíßı ŁòåðàöŁÿı.
ˇðŁìåð 11. Ìåòîäîì ŁòåðàöŁØ ˙åØäåºÿ ðåłŁòü æŁæòåìó óðàâ-
íåíŁØ
¸åªŒî ïðîâåðŁòü, ÷òî ðåłåíŁåì äàííîØ æŁæòåìß ÿâºÿåòæÿ
x
1
* = x
2
* = 
3
* = 1.
— å ł å í Ł å. ˙àïŁłåì æŁæòåìó â âŁäå
ÒàŒŁì îÆðàçîì, ìß ïðŁâåºŁ æŁæòåìó Œ âŁäó (15). ˇðîŁçâîäíßå
ïðåäæòàâºÿþò æîÆîØ ŒîýôôŁöŁåíòß ïåðåä íåŁçâåæòíßìŁ
â ïðàâßı ÷àæòÿı óðàâíåíŁØ, æóììß Łı ìîäóºåØ äºÿ Œàæäîªî óðàâ-
íåíŁÿ ìåíüłå åäŁíŁöß. Ñòàºî Æßòü, óæºîâŁå æıîäŁìîæòŁ âßïîº-
íåíî. ´ Œà÷åæòâå íà÷àºüíîªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ âîçüìåì
x
1,0
 = 0, x
2,0
 = 0, x
3,0
 = 0.
˝àØäåì íîâîå ïðŁÆºŁæåíŁå:
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
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6
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xxx
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=+⋅−=
=−+=
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ÀíàºîªŁ÷íî âß÷ŁæºŁì æºåäóþøåå ïðŁÆºŁæåíŁå:
˙à äâà łàªà ìß ïîºó÷ŁºŁ ïðŁÆºŁæåíŁå æ òî÷íîæòüþ
˛Æß÷íî òî÷íîå ðåłåíŁå æŁæòåìß íå Łçâåæòíî, Ł äºÿ îïðåäå-
ºåíŁÿ òî÷íîæòŁ k-ªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ Łæïîºüçóþòæÿ íå x
i
*, à íàØäåí-
íßå íà ïðåäßäóøåØ ŁòåðàöŁŁ x
i,k1
.
ˇðŁìåð 12. Ìåòîäîì ŁòåðàöŁØ ˙åØäåºÿ ðåłŁòü æ òî÷íîæòüþ
äî 0,0001 æŁæòåìó ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ
— å ł å í Ł å. ˇðŁâåäåì æŁæòåìó Œ âŁäó, â Œîòîðîì ýºåìåíòß
ªºàâíîØ äŁàªîíàºŁ ïðåâîæıîäŁºŁ Æß îæòàºüíßå ýºåìåíòß æòðîŒ:
.
72
71
72
712
72
71
3
1
,
72
71
9
8
72
7127
6
1
,
72
71
9
8
6
54
4
1
2,3
2,2
2,1
=


⋅+=
=


+⋅−=
=


−+=
x
x
x
{ }
.014,0
72
1
72
711,
72
711,
72
711max  
,, maxmax 2,332,222,11,3,2,1
≈=



−−−=
=−−−=−=ε ∗∗∗∗
=
xxxxxxxx kii
i
 
( )
( )
( )






=++
=−+
−=+−
.III 2,26,45,28,1
,II    6,32,13,21,3
,I 7,16,38,15,4
321
321
321
xx x
xxx
    x x x
( )
( )
( )






−−=++−
−+⋅=++
+=++
,IIIII       4,18,52,03,1
,IIIIII27,9    4,41,92,2
,III           9,1   4,25,06,7
321
321
321
xx  x
xxx
      xx x
äàºåå çàïŁłåì æŁæòåìó â âŁäå
—àçäåºŁâ Œàæäîå óðàâíåíŁå æŁæòåìß íà 10, ïðŁâåäåì æŁæòåìó
Œ âŁäó (15):
ˇðîâåðŁì óæºîâŁå æıîäŁìîæòŁ äºÿ ýòîØ æŁæòåìß:
ˇðîŁçâîäíßå ÿâºÿþòæÿ ŒîíæòàíòàìŁ. Ñóììß ìîäóºåØ ýºå-
ìåíòîâ ŒàæäîØ æòðîŒŁ ìàòðŁöß M ðàâíß:
0,53,   0,75,   0,57.
Ñºåäîâàòåºüíî, óæºîâŁå æıîäŁìîæòŁ âßïîºíÿåòæÿ. ´ Œà÷åæòâå ïåð-
âîªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ
x
1,0
,  x
2,0
,  x
3,0
,  x
4,0
âîçüìåì æâîÆîäíßå ŒîýôôŁöŁåíòß ŁæıîäíîØ æŁæòåìß óðàâíåíŁØ.
ˇðîöåææ ŁòåðàöŁØ ïðŁâåäåì â òàÆºŁöå:
k
i
x∂
ϕ∂



−+−=
+−+−=
+−−=
. 4,12,42,03,110
,7,94,49,02,210
,9,14,25,04,210
3213
3212
3211
xx xx
xxxx
xx x x



−+−=
+−+−=
+−−=
.14,042,002,013,0
,97,044,009,022,0
,19,024,005,024,0
3213
3212
3211
xxxx
xxxx
xx xx
 .
         
       
       
M
42,0   02,0  13,0
44,009,0  22,0
24,005,0  24,0
−
−−
−−
=
n
0
1
2
3
4
5
x
1
x
2
0,1900
0,2207
0,2354
0,2424
0,2454
0,2467
0,9700
1,0703
1,0988
1,1088
1,1124
1,1138
x
3
0,1400
0,1915
0,2118
0,2196
0,2226
0,2237
37
˚àŒ âŁäíî Łç òàÆºŁöß, ìß íàłºŁ ðåłåíŁå æŁæòåìß óðàâíåíŁÿ
æ òî÷íîæòüþ 0,0001 çà äåæÿòü ŁòåðàöŁØ.
˛ ò â å ò: x
1
 ≈ 0,2475, x
2
 ≈ 1,1146, x
3
 ≈ 0,2243.
´ çàŒºþ÷åíŁå ìîæíî îòìåòŁòü, ÷òî òî÷íîæòü ŁòåðàöŁîííßı
ìåòîäîâ îªðàíŁ÷åíà òî÷íîæòüþ Œîìïüþòåðíßı ðàæ÷åòîâ Ł òî÷íîæ-
òüþ, æ ŒîòîðîØ çàäàíß ŒîýôôŁöŁåíòß Ł æâîÆîäíßå ÷ºåíß ðàææìàò-
ðŁâàåìîØ æŁæòåìß. ¯æºŁ ŒîýôôŁöŁåíòß Ł æâîÆîäíßå ÷ºåíß æŁæ-
òåìß  ïðŁÆºŁæåííßå ÷Łæºà æ l âåðíßìŁ äåæÿòŁ÷íßìŁ çíàŒàìŁ,
òî ïðŁ îòæóòæòâŁŁ äðóªŁı ïîªðåłíîæòåØ ŒîðíŁ ìîæíî íàØòŁ æ òî÷-
íîæòüþ äî n = l äåæÿòŁ÷íßı çíàŒîâ. ¯æºŁ ŒîýôôŁöŁåíòß Łìåþò
ðàçºŁ÷íóþ òî÷íîæòü, òî âåºŁ÷Łíà l âßÆŁðàåòæÿ Łæıîäÿ Łç íàŁìå-
íåå òî÷íîªî ŒîýôôŁöŁåíòà.
˛ Œ î í ÷ à í Ł å  ò à Æ º.
n x1 x2 x3
0,2241
0,2242
0,2243
0,2243
0,2243
1,1143
1,1145
1,1145
1,1146
1,1146
0,2472
0,2474
0,2475
0,2475
0,2475
6
7
8
9
10
´Û×¨Ñ¸¯˝¨¯
˛ˇ—¯˜¯¸¨Ò¯¸ß ÌÀÒ—¨ÖÛ
Ñ ˇ˛Ì˛ÙÜÞ ˇ—ßÌ˛ˆ˛ Õ˛˜À
Ì¯Ò˛˜À ˆÀÓÑÑÀ
ˇðŁ ðåłåíŁŁ æŁæòåìß óðàâíåíŁØ ìåòîäîì ŁæŒºþ÷åíŁÿ ˆàóææà
ìß ïðŁâîäŁºŁ ìàòðŁöó æŁæòåìß Œ òðåóªîºüíîìó âŁäó. ˛ïðåäåºŁ-
òåºü òðåóªîºüíîØ ìàòðŁöß ìîæåò Æßòü ºåªŒî âß÷Łæºåí ŒàŒ ïðîŁç-
âåäåíŁå åå äŁàªîíàºüíßı ýºåìåíòîâ. Ìîæíî ïîŒàçàòü, ÷òî â ïðî-
öåææå ŁæŒºþ÷åíŁÿ ýºåìåíòîâ âåºŁ÷Łíà îïðåäåºŁòåºÿ íå ìåíÿåòæÿ.
˙íàŒ îïðåäåºŁòåºÿ ìåíÿåòæÿ ïðŁ ïåðåæòàíîâŒå åªî æòîºÆöîâ ŁºŁ
æòðîŒ. ˇîýòîìó çíà÷åíŁå îïðåäåºŁòåºÿ ïîæºå ïðŁâåäåíŁÿ ìàòðŁ-
öß B Œ òðåóªîºüíîìó âŁäó ìîæíî âß÷ŁæºŁòü ïî ôîðìóºå
ªäå a
ii
  äŁàªîíàºüíßå ýºåìåíòß ïðåîÆðàçîâàííîØ ìàòðŁöß, k 
÷Łæºî ïåðåæòàíîâîŒ æòðîŒ (ŁºŁ æòîºÆöîâ) ìàòðŁöß, Œîòîðîå Æßºî
æäåºàíî ïðŁ ïðŁâåäåíŁŁ åå Œ òðåóªîºüíîìó âŁäó (íàïðŁìåð, äºÿ
ïîºó÷åíŁÿ íåíóºåâîªî âåäóøåªî ýºåìåíòà íà ŒàŒîì-òî ýòàïå Łæ-
Œºþ÷åíŁÿ).
ˇðŁìåð 13 . ´ß÷ŁæºŁòü îïðåäåºŁòåºü ìàòðŁöß B:
— å ł å í Ł å. ˇðŁâåäåì ìàòðŁöó B Œ òðåóªîºüíîìó âŁäó.
1. ˇðŁÆàâŁì Œî âòîðîØ æòðîŒå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà
Œ òðåòüåØ  ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà Œ ÷åò-
âåðòîØ  ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà
( ) ,1det
1
∏
=
−=
n
i
ii
k
aB
. 
1122
3142
2113
1243










=B
, 1
11
21
−=−
a
a
,
3
2
11
31
−=−
a
a
:
3
2
11
41
−=−
a
a
39
2. ˇðŁÆàâŁì Œ òðåòüåØ æòðîŒå âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà
Œ ÷åòâåðòîØ  âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà
3. ˇðŁÆàâŁì Œ ÷åòâåðòîØ æòðîŒå òðåòüþ, óìíîæåííóþ íà
4. ˇåðåæòàíîâîŒ æòðîŒ ŁºŁ æòîºÆöîâ íå ïðîŁçâîäŁºîæü, ïîýòî-
ìó k = 0,
. 
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1
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a
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n
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Ñ ˇ˛Ì˛ÙÜÞ Ì˝˛ˆ˛×¸¯˝À ¸Àˆ—À˝˘À
ˇóæòü Łçâåæòíß çíà÷åíŁÿ ôóíŒöŁŁ y = f (x) â íåŒîòîðßı òî÷Œàı
x
0
, x
1
, x
2
, ..., x
n
x x
0
x
1
x
2
... x
n
f (x) y
0
y
1
y
2
... y
n
ÒðåÆóåòæÿ îïðåäåºŁòü çíà÷åíŁå ôóíŒöŁŁ f (x) â òî÷Œå x, Œîòîðàÿ
ïðŁíàäºåæŁò îòðåçŒó [x
0
; x
n
] Ł íå æîâïàäàåò íŁ æ îäíîØ òî÷ŒîØ
x
0
, x
1
, x
2
, ..., x
n
. ˜ºÿ ýòîªî íåîÆıîäŁìî íàØòŁ íåŒîòîðóþ ôóíŒöŁþ
F(x), çàäàííóþ àíàºŁòŁ÷åæŒŁ, â îïðåäåºåííîì æìßæºå ÆºŁçŒóþ
Œ f (x), çíà÷åíŁÿ ŒîòîðîØ æîâïàäàþò æî çíà÷åíŁÿìŁ ôóíŒöŁŁ f (x)
â òî÷Œàı x
0
, x
1
, x
2
, ..., x
n
 (ðŁæ. 11):
F(x
0
) = y
0
;  F(x
1
) = y
1
;  F(x
2
) = y
2
;  ...;  F(x
n
) = y
n
. (1)
—Łæ. 11
y
x
x
0
x
1
x
n1
x
n
y =
 F(x
)
y 
= 
f (
x)
˝àıîæäåíŁå òàŒîØ ôóíŒöŁŁ F(x) íàçßâàåòæÿ ŁíòåðïîºÿöŁåØ, à
òî÷ŒŁ x
0
, x
1
, x
2
, ..., x
n
  óçºàìŁ ŁíòåðïîºÿöŁŁ. ÔóíŒöŁÿ F(x) íàçß-
âàåòæÿ ŁíòåðïîºŁðóþøåØ ôóíŒöŁåØ. `óäåì ŁæŒàòü ŁíòåðïîºŁðóþ-
øóþ ôóíŒöŁþ F(x) â âŁäå ïîºŁíîìà L
n
(x) æòåïåíŁ n:
L
n
(x) = a
0
xn + a
1
xn 1 + ...+ a
n  1
x + a
n
. (2)
 
40 41
˝åîÆıîäŁìî îïðåäåºŁòü ŒîýôôŁöŁåíòß a
0
, a
1
, ..., a
n
 ýòîªî ïîºŁíî-
ìà. ÒðåÆóÿ äºÿ L
n
(x) âßïîºíåíŁÿ óæºîâŁÿ (1), ïîºó÷àåì æŁæòåìó
óðàâíåíŁØ:
(3)
¨òàŒ, Łìååì ºŁíåØíóþ æŁæòåìó n + 1 óðàâíåíŁØ æ n + 1 íåŁç-
âåæòíßìŁ: a
0
, a
1
, ..., a
n
. Ìîæíî ïîŒàçàòü, ÷òî îïðåäåºŁòåºü æŁæòå-
ìß (3) îòºŁ÷åí îò íóºÿ. ˇîýòîìó ŁíòåðïîºÿöŁîííßØ ïîºŁíîì (2)
æóøåæòâóåò Ł åäŁíæòâåíåí. ˇîºŁíîì, ŒîòîðßØ ïîºó÷àåòæÿ â ðåçóºü-
òàòå ðåłåíŁÿ æŁæòåìß (3) Łìååò âŁä
(4)
Ýòîò ïîºŁíîì íàçßâàåòæÿ ŁíòåðïîºÿöŁîííßì ïîºŁíîìîì ¸à-
ªðàíæà.
ˇðŁìåð 14. ˇîºó÷Łòü ïîºŁíîì âòîðîØ æòåïåíŁ îòíîæŁòåºüíî x,
ŒîòîðßØ ïðŁ x = 1 ïðŁíŁìàº Æß çíà÷åíŁå 5, ïðŁ x = 2 çíà÷åíŁå 13,
ïðŁ ı = 5 çíà÷åíŁå 17.
— å ł å í Ł å. ´ ôîðìóºå (4) íåîÆıîäŁìî ïîºîæŁòü
x
0
 = 1,  x
1
 = 2,  x
2
 =5,
y
0
 = 5,  y
1
 = 13,  y
2
 = 17
Ł n = 2, òîªäà ïîºó÷Łì
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ÒàŒŁì îÆðàçîì, Łìåÿ òðŁ óçºà ŁíòåðïîºÿöŁŁ, ìß ïîºó÷ŁºŁ Łíòåð-
ïîºÿöŁîííßØ ïîºŁíîì âòîðîªî ïîðÿäŒà.
ˇðŁìåð 15. ˝àØòŁ çíà÷åíŁå ôóíŒöŁŁ, çàäàííîØ òàÆºŁ÷íî,
â òî÷Œå x = 0,263.
( ) ( )( )( )( )
( )( )
( )( )
( )( )
( )( )
.
3
1913
3
5
          
2515
2117
5212
5113
5121
525
2
2
−+−=
=
−−
−−
⋅+
−−
−−
⋅+
−−
−−
⋅=
xx
xxxxxx
xL
0,050042
0,100335
0,171657
0,255342
0,309336
0,376403
n
0
1
2
3
4
5
x y
0,05
0,10
0,17
0,25
0,30
0,36
— å ł å í Ł å. ´îæïîºüçóåìæÿ ôîðìóºîØ (4), ïîºîæŁâ n = 5,
x = 0,263.
´åºŁ÷Łíß x
0
, x
1
, , x
5
 Ł y
0
, y
1
, , y
5
 âîçüìåì Łç òàÆºŁöß. ´ ıî-
äå âß÷ŁæºåíŁØ ïîºó÷Łì æóììó łåæòŁ äðîÆåØ, âåºŁ÷Łíß Œîòîðßı
ïðŁâåäåì â òàÆºŁöå:
0,00760509
0,03385452
0,09759280
0,87790937
0,20880007
0,01536606
˜ðîÆüÑºàªàåìîå ×ŁæºŁòåºü ˙íàìåíàòåºü
0
1
2
3
4
5
0,00000071
0,00000092
0,00000162
0,00001159
0,00000407
0,00000155
0,00009300
0,00002730
0,00001660
0,00001320
0,00001950
0,00010107
ÓìíîæŁâ âåºŁ÷Łíß äðîÆåØ íà æîîòâåòæòâóþøŁå çíà÷åíŁÿ y
i
Ł æºîæŁâ Łı, ïîºó÷Łì îòâåò.
˛ ò â å ò: L
5
(0,263) = 0,269236.
ÑïŁæîŒ ŁæïîºüçîâàííîØ ºŁòåðàòóðß
`àıâàºîâ ˝. Ñ., ˘ŁäŒîâ ˝. ˇ., ˚îÆåºüŒîâ  .ˆ Ì. ×Łæºåííßå ìåòîäß. Ì.:
`¨˝˛Ì, 2003. (¸àÆîðàòîðŁÿ çíàíŁØ).
´åðæÆŁöŒŁØ ´. Ì. ˛æíîâß ÷Łæºåííßı ìåòîäîâ. M.: ´ßæł. łŒ., 2002.
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ìåòîäß äºÿ ôŁçŁŒîâ. Ì.: ¯äŁòîðŁàº Ó—ÑÑ, 2002.
ˇîðłíåâ Ñ. ´. ´ß÷ŁæºŁòåºüíàÿ ìàòåìàòŁŒà: ˚óðæ ºåŒöŁØ. ÑˇÆ.: `Õ´-
ˇåòåðÆóðª, 2004.
Òóð÷àŒ ¸. ¨., ˇºîòíŁŒîâ ˇ. ´. ˛æíîâß ÷Łæºåííßı ìåòîäîâ. Ì.: ÔŁç-
ìàòºŁò, 2003.
ÔŁºü÷àŒîâ ˇ. Ô. ×Łæºåííßå Ł ªðàôŁ÷åæŒŁå ìåòîäß ïðŁŒºàäíîØ ìà-
òåìàòŁŒŁ. ˚Łåâ: ˝àóŒ. äóìŒà, 1970.
Ìåæäó óçºàìŁ ŁíòåðïîºÿöŁŁ çíà÷åíŁÿ ôóíŒöŁŁ f (x) Ł ïîºŁ-
íîìà L
n
(x) ðàçºŁ÷íß. ˇîªðåłíîæòü ŁíòåðïîºÿöŁŁ ïîºŁíîìîì ¸à-
ªðàíæà îöåíŁâàåòæÿ ïî ôîðìóºå
ªäå M
n+1
 = maxf n+1(x), x
0
 ≤ x ≤ x
n
  ìàŒæŁìàºüíîå çíà÷åíŁå ïðî-
ŁçâîäíîØ n + 1-ªî ïîðÿäŒà ôóíŒöŁŁ f (x) íà îòðåçŒå ŁíòåðïîºŁðî-
âàíŁÿ,
˜ºÿ îæóøåæòâºåíŁÿ òàŒîØ îöåíŒŁ ôóíŒöŁÿ f (x) â ðàææìàòðŁâàåìîØ
îÆºàæòŁ äîºæíà Łìåòü âæå ïðîŁçâîäíßå äî n + 1-ªî ïîðÿäŒà âŒºþ-
÷Łòåºüíî.
ˇîºŁíîìŁàºüíàÿ ŁíòåðïîºÿöŁÿ ÿâºÿåòæÿ íàŁÆîºåå ïðîæòîØ. ˛íà
óäîÆíà òåì, ÷òî ïðîŁçâîäíßå Ł Łíòåªðàºß ïîºŁíîìà ìîªóò Æßòü
ºåªŒî âß÷Łæºåíß. ˚ðîìå ŁíòåðïîºÿöŁîííîªî ïîºŁíîìà ¸àªðàíæà,
æóøåæòâóþò äðóªŁå ŁíòåðïîºÿöŁîííßå ïîºŁíîìß, íàïðŁìåð ïî-
ºŁíîì ˝üþòîíà.
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